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Onséz

“Ginzburg - Landau Denklemlerinin Dinamik Sinir Kosullari Altinda CézUmlerinin Ana-
lizi” olarak adlandirilan bu proje TUBITAK 3501 kapsaminda desteklenen bir arastirma
projesidir. Proje 1 Ekim 2015 tarihinde baslamis olup 1 Nisan 2017 tarihinde son bul-

mustur. Projenin ydnetici kurumu izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii Matematik Bé1im’dir.

Proje matematigin kismi diferansiyel denklemler alaninda, baslangig-sinir deger prob-
lemleri konusuna ait, dinamik sinir kosullarinin distntldigld problemlere 6zgl bir ca-
lismay! icermektedir. Bu projede calistigimiz problemleri kismi diferansiyel denklemler
teorisinin hem klasik hem de modern yaklasimlari ile ele aldik. Projede ¢c6zulen prob-
lemler ve kanitlari elimizden geldigince 6zenli ve tam bir sekilde vermeye calistik.
Projeyi basitten zora dogru bir yaklasimla tamamlamaya calistik. Once dogrusal, sonra
dogrusal’a yakin ve son olarak timuyle dogrusal olmayan modeli inceledik. Bu calis-
manin hem iyi konulmusluk problemlerini, hem de ¢6zimlerin davranissal 6zelliklerini
incelediginden kapsamli bir calisma oldugu, kismi diferansiyel denklemlerin hem ana-

lizi hem de kontrol teorisi konularina degindigi sOylenebilir.

Bu projeyi tamamladigimizda elde ettigimiz sonuglari gézden gegirip 6nerilerde bulu-
nan Prof. Dr. Varga Kalantarov’a (Ko¢ Universitesi), proje tizerine yazdigimiz makalenin
ingilizcesini gézden geciren ve diizeltmeler yapan esim Katherine Ozsari'ya ve projede
resmi bir arastirmaci olarak yer almasa da benimle birlikte calisan Wellington José Cor-
réa'ya (Universidade Tecnolégica Federal do Parana) minnettarim. Son olarak, proje

siiresi boyunca vermis oldugu destekten dolay! TUBITAK'a da tesekkiir ederim.

Turker Ozsari
Mayis, 2017
IYTE
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Ozet

Karmasik Ginzburg-Landau denklemleri (CGLE) icin baslangi¢c dinamik sinir deger
problemlerini (idbvp) RY’in sonlu boélgelerinde, verilen matematiksel modeli Wentzell
baslangic-sinir de§er problemine (ibvp) cevirerek calisiyoruz. ilk énce dogrusal homo-
jen idbvp'yi diisiiniiyoruz. ikinci olarak bdlgenin icinde ve sinirinda forcing oldugu dog-
rusal modeli calisiyoruz. Daha sonra, dogrusal olmayan idbvp’yi bdlgenin icinde Lipsc-
hitz tipindeki, sinirnda uygun bir manada monotone terimlerle analiz ediyoruz. Kuvvet
tipindeki dogrusal olmayan terimlerle yazilan CGLE idbvp icin lokal iyi konulmusluk
problemini sabit nokta teorisini kullanarak ¢6zuyoruz. Duzgun ¢ozumler igin global iyi
konulmuslugu elde ediyoruz. Zayif ¢céztmlerin varligi ve tekligini kanithyoruz. EvolUs-
yon operatorinin dizgunlestirici etkisini kanithyoruz. Bu literatiirde dogrusal olmayan
Schroédinger denklemleri icin elde edilen sonuclardan daha iyi sonuclar elde edilme-
sine olanak taniyor. Calismamizin en ilging sonuglarindan biri dinamik sinir kosullari
altinda dusunulen dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin ¢éztUmlerinin ayni sinir
kosullarina maruz CGLE’'nin ¢6zUmlerinin inviskid limiti olarak elde edilebileceginin ka-
nitlanmasidir. Son olarak, ¢ézimlerin uzun zaman davranislarini karakterize ediyoruz
ve ¢ozUmlerin enerjisinin Ussel hizda sifira yaklastigini kontrol teorisinin yontemlerini

kullanarak ispathyoruz.

Anahtar kelimeler: Karmasik Ginzburg-Landau denklemleri, dinamik sinir kosulu,
Wentzell sinir kosulu, lokal/global iyi-konulmusluk, zayif ¢céztmler, dizgin ¢ézimler,

inviskid limit, dogrusal olmayan Schrédinger denklemleri, cézimlerin kararhlastiriimasi



Abstract

The initial-dynamic boundary value problem (idbvp) for the complex Ginzburg-Landau
equation (CGLE) on bounded domains of RN is studied by converting the given mat-
hematical model into a Wentzell initial-boundary value problem (ibvp). First, the cor-
responding linear homogeneous idbvp is considered. Secondly, the forced linear idbvp
with both interior and boundary forcings is studied. Then, the nonlinear idbvp with
Lipschitz nonlinearity in the interior and monotone nonlinearity on the boundary is
analyzed. The local well-posedness of the idbvp for the CGLE with power type nonli-
nearities is obtained via a contraction mapping argument. Global well-posedness for
strong solutions is shown. Global existence and uniqueness of weak solutions are pro-
ven. Smoothing effect of the corresponding evolution operator is proved. This helps to
get better well-posedness results than the known results on idbvp for nonlinear Schro-
dinger equations (NLS). An interesting result of this paper is proving that solutions of
NLS subject to dynamic boundary conditions can be obtained as inviscid limits of the
solutions of the CGLE subject to same type of boundary conditions. Finally, long time
behaviour of solutions is characterized and exponential decay rates are obtained at

the energy level by using control theoretic tools.

Keywords: Complex Ginzburg-Landau equations, dynamic boundary conditions, Went-
zell boundary conditions, local/global well-posedness, weak/strong solutions, inviscid

limits, nonlinear Schrodinger equations, stabilization of solutions



1. Giris ve Literatiir Ozeti

Bu arastirma asagidaki karmasik Ginzburg-Landau denklemi (CGLE) icin baslangic

sinir deger problemini (idbvp) analiz etmeyi amaclamaktadir:

(Ui— A+ i@Au+f(u)=0 QxR,'da,
au
— _g(ut) r]_ X R+'da ,
(1.1) oV
u=20 Mo x Ry'da,
u(0) =ug Q'da.

(1.1)'de, Q c RN sinirnt (I") diizglin ve Ty ve "1 gibi iki bos olmayan, kesismeyen, bag-
lantili, (n — 1)-boyutlu manifoldun birlesimi olan, sonlu bir bolgeyi temsil etmektedir.
u = u(x, t) karmasik salinim genligini temsil eden karmasik degerli bir fonksiyondur.
f(u) ya f(u) = (k + iB)|ulP~*u — yu seklinde (Béliim 6-10) ya da uygun bir Lipschitz
fonksiyon olarak tanimlanacak (Bolim 5). Burada, B € R ve a € R (dogrusal olmayan)
frekans ve (dogrusal) yayilma parametreleridir. Genelligi bozmadan, a pozitif alinabilir.
Bu ylzden yazinin tamaminda a > 0 oldugunu varsayacagdiz. 8 kuvvet tipi dogrusal
olmayan terimler icin global ¢ézUmleri tartistigimizda pozitif varsayilacak, onun disin-
daki kisimlarda her iki isareti de alabilir. Z—:j birim dis normal vektoru temsil edecek.
p = 2'ye kuvvet indeksi adini verecegiz. Diger parametrelerin A, k > 0, ¥ € R sagladigini
varsayacagiz. g : C — C karmasik degerli bir fonksiyon olup ya birim fonksiyon (Bolum
2-4,6-10) ya da uygun bir manada monotone bir fonksiyonu temsil edecek (Bolum 5).
Bunun icin Varsayim 2.1’e bakiniz.

CGLE matematiksel fizikte, Hopf-bifurkasyona yakin bir reaksiyon-difuzyon denklemi
gibi, kritige-yakin kararsiz dalgalari modelleyen temel bir modeldir. Bu denklemin bazi
somut uygulamalari dogrusal olmayan dalgalar, ikinci-mertebe faz gecisleri, stiperilet-
kenlik, siperakiskanlik, Bose-Einstein yogunlasmasi ve sivi kristaller olarak sayilabilir.
[Aranson ve Kramer, 2002] ve icindeki referanslara bakiniz.

CGLE dogrusal olmayan 1si ve dogrusal olmayan Schréodinger denklemlerini (NLS)
aynl anda genellestirir. Bu denklemler (a, B) ve (A, k) parametre ciftlerinin sifir oldugu
durumda elde edilebilir. CGLE'nin dogrusal olmayan isi denklemi ve NLS ile bazi benzer
karakteristik 6zellikler tasidigini beklemek dogaldir. Isi denklemi ve Schréodinger denk-

lemi dinamik sinir kosullari altinda bir nebze calisiimistir. Ancak CGLE icin bu yénde
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henilz bir calisma yapilmamisti. CGLE ile ilgili calismalarin pek ¢cogu dogrusal ya da
dogrusal olmayan bdlge ici-siniri arasindaki olasi etkilesimlerden arindiriimis ideal mo-
delleri incelemistir. Ornegdin [Bechouche ve Jiingel, 2000], [Cazenave vd., 2013], [CIé-
ment vd., 2012], [Doering vd., 1994], [Ginibre ve Velo, 1996], [Ginibre ve Velo, 1997],
[Masmoudi ve Zaag, 2008], [Okazawa, 2006], [Okazawa ve Yokota, 2002], [Shimot-
suma vd., 2016], [Shimotsuma vd., 2014] ve [Tang ve Wang, 1995] homojen ya da
periyodik sinir kosullari altinda ya da tum uzayda CGLE i¢in varlik problemlerini ince-
lemistir. CGLE icin homoejen olmayan sinir kosullari ile ilgi bir ka¢ calisma mevcuttur
([Aamo vd., 2005], [Aamo vd., 2007], [Gao ve Bu, 2004]-[Gao vd., 2003], [Rosier ve
Zhang, 2009]). CGLE'nin limit durumu olarak dusunebilecek NLS i¢cin homojen olma-
yan sinir kosullari yakin zamanda daha cok ilgi gordl, 6érnegin bakiniz [Audiard, 2013],
[Audiard, 2015], [Batal ve Ozsari, 20161, [Erdogan ve Tzirakis, 2016], [Fokas vd., 2017],
[Holmer, 2005], [Kaikina, 2013], [Kalantarov ve Ozsari, 2016], [Lasiecka ve Triggiani,
1992], [Lasiecka ve Triggiani, 20061, [Ozsarivd., 2011]-[Ozsari, 2015] ve [Strauss ve
Bu, 2001].

Yakin zamanda, [Cavalcanti vd., 2016] defocusing klbik Schrédinger denklemini
Q c RN gibi sinin diizgin sonlu bir bélgede, N = 2, 3 icin, dinamik sinir kosullari ile
calismistir. [Cavalcanti vd., 2016]'nin disindigi model (1.1) modelinin, a =8 =1 ve
A =k =7 = 0 oldugu ézel bir durumudur. Bu calismada, yazarlar lokal-diizgiin (H?) ¢o-
zUmlerin varhgi N = 2, 3 icin ve global dlizglin ¢ézllerin varhgi N = 2 icin kanitlamistir.
Buna ek olarak, zayif (H) cézlimlerin varligi N = 2, 3 icin elde edilmistir. Teklik kanit-
lanmamistir. Ayrica, zayif ¢cozimlerin enerjisinin dinamik sinir kosulu Gzerine koyulan
uygun monotonluk kosullari altinda diizgin sekilde sifira yakinsadigi gosterilmistir.

[Cavalcanti vd., 2016]'deki ana fikir, verilen dinamik sinir kosulunu buna denk, ana
denklemden ut'yi Laplasyan ve diger terimler cinsiden yazarak elde edilen sinir kosulu
ile degistirmekti. Bu teknik uygun bir topolojide yarigrup Uretebilmeyi mimkin kildi.
Laplasyan iceren bir sinir kosulu kullanmak ilk defa Venttsel’in ¢calismalarinda ortaya
cikmistir[Ventcels, 1959]. Venttsel, verilen bir eliptik operatorun kapanisini, dizgun
kompakt bir boélgede tanimli strekli fonksiyonlar uzayi Gzerinde, pozitif daraltan opera-
torlerin sonsuzaz yarigrup ureticisine kisitlayabilen en genel sinir kosulununu bulmay!

amacliyordu [Ventcels, 1959]. Bu calismanin sonucu olarak Venttsel ("Wentzell" olarak



da yazilir) sinir kosulu kesfedildi. Bahsettigimiz 6zellikleri saglayan bir Wentzell sinir
kosulu su sekilde yazilabilir: aAu + bZ—Z +cu=0 I''da,a>0,b,c>0.

Fiziksel olarak, bu sinir kosulu sinirin her bir noktasina etki eden s6numlu bir harmo-
nik osilatdr olarak dusundlebilir. Isi denkleminde, bunun anlami verilen fiziksel duruma
baglh olarak sinirin bir i1si kaynagi ya da 1si cukuru olarak davranmasidir. Bu sinir ko-
sullari dogral olarak dalga denklemlerinde de ortaya cikar. Ozel olarak, Wentzell sinir
kosullari akustik sinir kosullarinin kapali bir alt sinifi olarak disunulebilir. Isi denklemi
icin Wentzell problemlerinin iyi konulmuslugu X, = LP(Q) u LP(I") seklindeki uzaylarda
gosterilmistir. Ornegin [Favini vd., 2002]'in calismasinda Wentzell problemi birbirine
bagl biri bolgenin icinde, digeri sinirinda iki kismi diferansiyel denklem olarak distnU-
IGyor. Wentzell sinir kosullari ile ilgili, 1s1 ve dalga denklemleri kapsaminda yayinlanmis
su calismalar da mevcuttur: [Cavalcanti vd., 2016]-[Cavalcanti vd., 2012] ve [Favini
vd., 2002]-[Favini vd., 2000].

Biz bu calismada (1.1)'deki CGLE modeli icin verilen U¢ temel problemi calismayi
amaclamaktayiz: (i) iyi-konulmusluk (ii) inviskit limit (iii) cozimlerin uzun zaman dav-

ranisl. Ancak, bu probleme dair bazi zorluklar mevcuttur:

(i) [Favini vd., 2002]'in i1sI denkleminde uyguladigi yontem bizim modelimizde a # 0
oldugundan ise yaramiyor.

(ii) (1.1)'in dogrusal versiyonu L2’'de bir yarigrup Uretemiyor. L2(Q) (1.1) icin dogal
uzay olmadigindan, [Okazawa ve Yokota, 2002]'nin ¢alismasinda kullanilan mono-
ton operatdr teorisi de ise yaramiyor ¢linkii B u = |u|P u operatéri sadece L2(Q)’'de
m-akretif ama mesela H1(Q)’de degil.

(iii) Cézimun L2(Q)—normunu standard-olmayan sinir kosuluna bagl olarak kontrol
etmek mumkin goriinmuyor. Bu dogrusal olmayan terimleri Gagliardo-Nirenberg
tipindeki esitsizliklerle kontrol etmeyi de zorlastiriyor. Focusing tarzdaki problem-

ler verilen data Uzerinde klcuklUk varsayimlari bile yapilsa oldukca zorlasiyor.

Yukarida sayilan zorluklardan bazilari [Cavalcanti vd., 2016]'de sunulan ydntemle
asilabilir. Ancak, (1.1)’deki NLS’ye gore ek terimler buradaki analizi daha da zorlastiri-
yor.

[Cavalcanti vd., 2016]'deki, kibik defocusing NLS'nin dinamik sinir kosullari altinda
calisildigr calismaya gore bizim calismamizda bazi temel farkliliklar ve iyilestirmeler

sOz konusudur.
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(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

CGLE'nin ¢6zUmlerinin NLS'ye gore daha iyi bolge ici dlzginlige sahip oldugunu
kanithyoruz. Bu sonug yarigrup Ureticisinin dogal dizgunlestirici etkisini destekli-
yor (Teorem 2.3, Eksonucg 2.1, Lemma 7.1 ve Teorem 2.7). Bu bahsedilen 6zellik,
Schrodinger denkleminde eksik olan, evolusyon operatérinun parabolik kismi ile
yakindan ilgilidir.

Dlzgln ¢ozumlerin lokal varhgini [Cavalcanti vd., 2016]'den biraz farklh sekilde
kanithyoruz, cunkl orada kullanilan ¢6zim operatoru bizim modelimizde ¢6zum
uzayinin hi¢ bir kapali yuvarinda daraltan bir operator olamiyor. Bizim yaklasimi-
miz t = 0 aninda baslangi¢ datasi ug ile uyumlu 6zel bir tam metrik uzay insa
etmeyi gerektiriyor (Lemma 6.2). Gosteriyoruz ki, cozum operatort bu tam met-
rik uzayi (daha dogrusu bu uzay icinden alinmis uygun bir kapal yuvar) kendi
Uzerine daraltan bir bicimde gonderiyor. Tanimladigimiz metrik uzay, sabit nokta
argimaninda baslangi¢ datasinin gerekli tim uyusma sartlarini saglamasina ola-
nak veriyor, bu da dogrusal homojen olmayan teoriyi kullanabilmemizi sagliyor.
Defocusing NLS icin ¢6zimin HY(Q) normunu kontrol etmek kolay. CGLE'de ise
enerji fonksiyoneli (bakiniz (7.1) ve (7.2)) ﬁ(a/ﬁﬁ)\)llullfﬂ(rl), aA f; ||Au||fz(mds
ve fgllu(s)llffpm)ds gibi baska terimler de igeriyor. CGLE'nin ¢6zUmlerinin enerji-
sini kontrol edebilmek icin frekans parametresinin isareti Uzerinde bir varsayim
yapmak durumunda kaliyoruz.

Bizim calismamizda evollusyon operatérinin duzgunlestirici etkisi N ve p para-
metrelerinin daha genis degerleri icin global iyi-konulmusluk problemlerini ¢éze-
bilmemizi sagliyor. CGLE'de A > 0 olmasi dogrusal olmayan Schrédinger denk-
lemine gore daha iyi kontrol kestirimleri elde etmemizi sagliyor. [Cavalcanti vd.,
2016] dlzglin ¢6zimlerin global iyi konulmuslugunu sadece N = 2 ve p = 3 icin ka-
nithyor. Biz CGLE kapsaminda bu sonucu iyilestiriyoruz ve dizgun ¢ézumlerin glo-
bal iyi-konulmusluk probleminip>2veN=1;pe[2,5]veN=2;vepe [2, %]
N = 3 paremetre ciftleri icin gosterebiliyoruz.

Arastirmamizin en guzl sonuclarindan biri NLS icin idbvp’nin ¢ozumlerinin (A, k) —
0 iken CGLE icin idbvp’nin ¢6zimlerinin inviskit limiti olarak elde edilebileceginin
kanitlanmasidir. Bu sonug¢ NLS icin idbvp’yi calismak icin bir baska yaklasim getir-
mektedir. CGLE'nin ¢dézUmlerinin inviskit limitleri daha énceden bitin uzayda ya

da periodik veya homojen sinir kosullari altinda c¢alisiimisti (bakiniz [Bechouche
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ve Jungel, 2000], [Ogawa ve Yokota, 2004] ve [Wu, 1998]). Biz bu 6zelligi calis-
mamizda H!-mertebesinde dinamik sinir kosullari altinda dogruluyoruz. inviskit
limitleri kullanarak, u € L*®(0,T;V = H}O(Q)) NLS icin idbvp’nin zayif ¢c6zumu oldu-
gunda u¢ icin daha keskin dlizglinlik sonuclari sunuyoruz. Daha kesin bir dille soy-
leyecek olursak, us'nin aslinda homojen sinir kosullarinda ortaya ¢ikan L*(0, T; V*)

yerine L2(0, T; V’)'ya ait oldugunu gésteriyoruz.
Arastirma raporunun geri kalani kisaca su sekilde islenecektir:

(i) 2.Bolim’de arastirmada kullandigimiz notasyonlar, varsayimlar ve baslica sonug-
lar belirtilecektir.
(ii) 3. ve 4. Bolim'de, dogrusal homojen ve dogrusal homojen-olmayan sistemlerin
iyi-konulmuslugunu inceleyecegiz.
(iii) 5.B6lim’de, dogrusal modelin Lipschitz perturbasyonlarini monotone sinir kosul-
lari ile inceleyecegiz.
(iv) 6.Bolim’de, (1.1) icin dlizgln ¢d6zUmlerin iyi konulmuslugunu inceleyecegiz.
(v) 7.Bolim’de, global dizgin ¢ézimleri calisacagiz.
(vi) 8.Bolim’de, zayif cézimlerin varlik ve tekligini calisacagiz.
(vii) 9.Bolium’de, NLS icin idbvp’nin ¢ozumlerinin CGLE icin idbv’nin ¢ozumlerinin invis-
kit limiti oldugunu kanitlayacagiz.
(viii) Son olarak 10.B6lim’de, ¢c6zUmlerin uzun zaman davranislarini ve Ussel manada
enerjinin sifira yaklasmasini inceleyecegiz. Bunu kismi diferansiyel denklemlerin

kontrol teoresine ait bazi aracglan kullanarak yapacagiz.

2. Gereg, Yontem ve Bulgular

L2(Q) uzayidan olan Q {zerinde tanimli karmasik fonksiyonlar icin ic carpim olarak
¥, 22 = JQ y(x)z(x) dx
alilyoruz ve bu i¢ carpimdan ortaya ¢lkan su normu dusunuyoruz:
||Y||fz(Q) =Y, Y)i2(q)-
Ayrica H1(Q) uzayini

. 2)Hr) = (v, Z)LSZ(Q) + (Vy, VZ)2(q)



ic carpimi ile distunuyoruz.

ileriki kisimlarda (1.1) problemi icin dogal uzayin L2(Q) yerine
(2.2) V={ue HY(Q); u=0on Ny}

oldugunu gorecegiz. V/ uzay! V uzayinin eslek uzayini temsil edecek.
My # @ oldugundan, Poincaré esitsizligine dayanarak, V uzayini asagidaki i¢c carpim-

dan ortaya c¢ikan norm ile dusunebiliriz:
(2.3) v, 2)y=(Vy,VZ)3q), VY, ZE V.
Dolayistile, |lyllv = [[Vylli2¢q) normu H1(Q) uzayinin normuna denktir.
Bu yazida A operatdru Schrédinger ve isi operatorlerinin toplamindan olusan Ginzburg-
Landau operatoérinu temsi edecektir. Yani,
(2.4) A=A+ ia)A
ve bu operatdérin tanim kimesi
oy .
(2.5) D(A)E{er,Aer,a—:—()\+zor)Ayon Fl}.
\%

Yukaridaki tanimda, A|r, Laplasyanin bdlgenin icinden sinirina kisitlanmasi olarak algi-
lanmalidir. Bu Sobolev iz teorisine gore iyi tanimlanmistir ¢ciink(l y € D(A) oldugunda
Ay eV.

Bu calismada oncelikle (1.1)’e denk gelen dogrussal homojen modeli g = id oldugu
durumda inceleyecegiz:

ur=A+ia)Au Qx(0,00)da,

u=~0 Mo x (0, 00)'da,
(2-6) < ou

— = —Ut M x (0, oo)’da,

A%

u(0) =ugp Q'da.




(2.4)'de verilen A operatori (2.6)'y1 yeniden asagidaki Wentzell baslangig-sinir deger
problemi (ibvp) seklinde yazmamiza olanak taniyor:

(u=(+ia)du  Qx (0, ) da,

u=0 Mo x (0, 0)'da,
(2.7) y au

— =—(A+ia)Au T x(0,00)da,

ov

u(0) = ug Q'da.

Operator teoretik anlamda, (2.7) su sekilde de ifade edebiliriz
u=Au,u(0)=up.

Yukaridaki formulasyonu kullanarak (2.6) icin asagidaki iyi konulmusluk sonucunu is-
patliyoruz.

Teorem 2.1. Dogrusal Homojen Problem I] (A, D(A)) operatérii V (zerinde daraltan

guclu sarekli bir yarigrup uretir.

(2.6) problemine geri dénersek, asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2 (Dogrusal Homojen Problem Il). ug € V olsun. O zaman (2.6) problemin
ue€ C([0, ©); V) olacak sekilde tek bir ¢c6ztiimdu vardir.

Dogrusal olmayan (1.1) problemini ele almak icin, 6nce asagidaki homojen olmayan
modeli calisiyoruz:

ur—(A+ia)Au=f Qx(0,00)da,
u=0 Mo x (0, 00)’da,
(2.8) { au
— =—U M x (0, c0)'da,
A%
Lu(O) = Ug Q’da.

Yukaridaki idbvp'yi, dogrusal homojen modelde oldugu gibi, bir Wentzell ibvp olarak

disUndyoruz. Aslinda, yukaridaki problem asagidaki daha genel Wentzell problemin
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0zel bir hali oluyor:

ur—A+ia)Au=f Q x (0, ©0)'da,

u=20 I_‘0 X (O, OO)'da,
(2.9) { ou
= —(A+ia)Au+g T x(0,c0)da
|u(0) = uo Q'da.

Burada f ve g bastan verilen iki fonksiyondur.
(2.9)'deki problem icin asagidaki sonucu elde ediyoruz.

Teorem 2.3 (Dogrusal Homojen Olmayan Problem I). f € L1(0, oo; V) ve g € L2(0, o0; L2(I"1))
olsun. O zaman her ug € V icin (2.9)’in u € C([0, 0); V) olacak sekilde tek bir c6zumdu

vardir. Ayrica, Au € L2(0, o0; L2(Q)) ve asagidaki “sakli” sinir diizgiinliigii dogrudur:
au
— € 1?(0, o0, L2(I1)).
A%

(2.9)’daki Wentzell ibvp formal olarak (2.8)'daki homojen olmayan idbvp ile g = —f|r,
secimi yapilarak 6zdeslestirilebilir.

Eksonuc 2.1 (Dogrusal Homojen Olmayan Problem II). f € L2(0, oo; V) olsun. O zaman
up € Vicin (2.8) problemininin u € C([0, o0); V) olacak sekilde tek bir ¢ézimdu vardir.
Ayrica, utlr, € L%(0, 00; L?("1)), us € L2(0, 00; L?(Q)) ve u € L2(0, 00; H*(Q)).

Not 2.1. (2.4)’de verilen A operatérintin dizglnlestirici kismindan dolayi, burada elde
edilen ¢ézimler Schrédinger denkleminde elde edilen ¢6zimlerden daha didzgdndir
(Teorem 2.3 ve Eksonuc 2.1°i [Cavalcanti vd., 2016, Theorem 1.4 and Corollary 1.5] ile
karsilastirin).

Yukarida olusturdugumuz dogrusal teoriyi bolgenin icinde ve sinirinda Lipschitz per-

tirbasyonlar olan ve sinirinda dinamik sinir kosulu olan asagidaki duruma genelleyebi-

liriz:
ur=MA+ia)Au+ f(u) Qx(0,)'da,
u=~0 o x (0, 00)'da,
(2.10) { au
— =—g(uy) Mo x (0, c0)'da,
A%
Lu(O) = Ug Q'da.




Burada, g(z)'nin asagidaki sartlari sagladigini varsayacagiz:

Varsayim 2.1. Varsayalim ki g(z) C’de sureklidir ve hem g(z) hem de ters géruntusu

olan g~1(z2) su sartlari saglar:

(i) Re[(9(2)—g(v))(z— V)] = m|z—V|?
(i) Im(g(2)z) =0,
(iii) 19(2)| < M|z|

herv,ze Cve bazim,M eR,.

Varsayim 2.1'de verilen turden fonksiyonlar literatlrde dalga ve Schrédinger denk-
lemleri icin siklikla kullanilmistir (bakiniz [Lasiecka ve Tataru, 1993]). Ozel olarak, Var-
sayim (i) ve (iii) dalga denklemleri ile ilgili calismalarda cokca kullanilan varsayimin
karmasik analogu olarak dusUnilebilir.

(2.10)'daki modeli disindtigimuzde, f : V — V Lipschitz slrekli oldugunu distine-
cegiz, yani bir L sabiti vardir ve u, v € V oldugunda,

(2.11) If () —fFWllv < Lllu—vllv.

(2.10)'un iyi-konulmuslugunu daha genel bir Wentzell ibvp'yi calisarak elde ediyoruz.
Yani, sinirda g(uy)'yi g((A + ia)Au + h(u) + y u) ile degistiriyoruz, burada h : HY(Q) —
L2(1) Lipschitz, yani bir K > 0 sabiti icin

(2.12) lh(u) — h(W)llnr2(ryy < Kllu—vlly.

iz operatérii yo : H1(Q) — L2(I") sirekli ve dogrusal oldugundan, bu formulasyon
aslinda (2.10)'u genelliyor, ¢inkl (2.10) h(u) = vo(f(y)) oldugu zamanki 6zel durum
haline geliyor. Problemi yeniden soyut operator teoretik forma yazmak igin, As opera-

torunu
(2.13) Aru= A+ ia)Au+ f(u),
tanim kiimesi
oy .
(2.14) D(Af) = {y eV,Ay eV, v =—g((A + ia)A|r,y + h(y)) on Fl}

olacak sekilde tanimliyoruz. Burada g’'nin Varsayim 2.1’deki 6zellikleri, f ve h'in (2.11)

(2.12)'daki 6zellikleri sagladigini varsaylyoruz. Burada dikkat etmek gerekir ki f (2.11)’i
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sagliyorsa, h = yof da (2.12)'u Sobolev iz teorisine gore saglamak durumunda kalacak-
tir.

Asagidaki ii konulmusluk sonucu dogrudur.

Teorem 2.4 (Dogrusal-olmayan Pertlrbasyonlar I). Varsayim 2.1, (2.11) ve (2.12)’yi
g6z onunde bulundurursak, (Ar, D(Af)) operatéri V lzerinde glc¢lu sdrekli bir yarigrup

uretir.
(2.10)'a geri gidersek, sunu elde ederiz:

Eksonug 2.2 (Dogrusal-olmayan Pertirbasyonlar Il). Teorem 2.4’deki ayni varsayim-
lar altinda, her ug € V icin (2.10) probleminin u € C([0, o0), V) olacak sekilde tek bir

¢O6zumdu vardir.

Son olarak (1.1) modelini g = id oldugu durumda kuvvet tipindeki dogrusal olmayan

terimlerle calisiyoruz, yani

)
ur— (A +ia)Au+ (K + iB)|ulPlu—yu=0 QxR,'da,
ou
—_— _Ut r]_ X R+'da,

(2.15) LoV
u=20 Mo x Ry'da,
u(0) =up Q’'da.

Amacimiza ulasmak icin, homojen olmayan dogrusal teoride elde ettigimiz sonuc-
lart F(u) = —(k + iB)|ulP~1 u + Yy u gibi bir forcing terimi ile yeniden ele aliyoruz. Sabit
nokta yaklasimini ve bazi 6nsel kestirimleri kullanarak, asagidaki lokal iyi konulmusluk

sonucunu ispatliyoruz:

Teorem 2.5 (Lokal Duzgun Cozumler). N < 3 ve B > 0 olsun. O zaman, her sinirli
B c Xp i¢in, bir T > 0 vardir ve her (up, wo) € B i¢in, (2.15) probleminin tek bir u

¢6zdmu vardir éyleki (u, w = ut) € Xr.

Xo ve Xt uzaylar 6. Bélum’de tanimlaniyor. w = u¢ ise, (u, w) € Xt ifadesini su
sekilde de yazabiliriz.

(2.16) ueC([0,T];H*(Q)nV)nCi([0,T]; V).

Global iyi-konulmusluk icin ise asagidaki sonucu elde ediyoruz:
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Teorem 2.6 (Global Duzgun Coézumler). (u, ut) € Xt Teorem 2.5’deki gibi bir lokal
¢6ziim olsun ve B > 0 alallm. O zaman, bu ¢béziim asagidaki sartlar altinda globaldir:
11
p=>2egerN=1ise;pe[2,5] egerN=2ise; pe€ 2?} eger N = 3 ise.
ug Uzerindeki diizgUnliikten biraz 6din verirsek, H-mertebesinde zamanda stirekli

cozumler elde edebiliriz. Bunun igcin 6nce zayif cozum kavramini tanimliyoruz.

Tanim 2.1 (Zayif C6zum Kavrami).
up € Q={p eV dyle ki yop € LP*1(I"1)}

olsun. Verilen her T > 0 icin, bir u fonksiyonu ul:=o = ug sagliyor ise; ve baslangi¢ da-
talari uy,o ile gosterilen, Q’da uy,0 — Uo sartini saglayan bir global diizgtin ¢6zim dizisi
u, varsa ve bu dizi C([0,T], V)N L?(0, T; H>(Q))'da u, — u, L?(0,T; L?(Q))'da u;: —u’
,ve L2(0,T; L2(1)) da ‘Youllj — Yyou’ saglyor ise, o zaman u'ya (2.15) probleminin zayif

¢6zimdi diyecegiz.

Bir sonraki sonucumuz zayif ¢cézimlerin varlik ve tekligi ile ilgili asagidaki teoremde

verilmistir:

Teorem 2.7 (Zayif Cézimler). N <3, 8> 0, ug € V, youp € LP*1(I'1) olsun ve (p, N)
Teorem 2.6°daki sartlan saglasin. O zaman (2.15) Tanim (2.1)’de verilen manada tek

bir zayif ¢6zime sahiptir.

Not 2.2. Teorem (2.7) [Cavalcanti vd., 2016]’de calisilan Schrédinger probleminden
daha duzgin ¢bézimler vermektedir. Schrédinger probleminde sadece u € L*(0,T; V)
ve u’ € L%(0, T; V) oldugu gésteriliyor. Ayrica, NLS’de teklik sadece dogrusal olmayan
terimin V’de global Lipschitz oldugu durumda gdésterilebilmistir, ancak CGLE'de, tekligi
daha genel bir kapsamda kanitlayabiliyoruz. Bundaki en blylk etken Ginzburg-Landau

operatérindn duzgunlestirici etkisidir.

Bu noktada, sorulacak en dogal problemlerden biri CGLE'nin dinamik sinir kosullari
altinda ¢6zUmlerinin NLS'nin ayni sinir kosullar altindaki ¢é6zimlerine € = (A, k) — 0
oldugu durumda yaklasip yaklasmadigidir. Bunun gercekten asagidaki teorem ile dogru

oldugunu kanithyoruz.

Teorem 2.8 (Inviscit Limit 1). Diyelim ki ue, € = (A, K) icin, CGLE idbvp’nin up € Q

baslangic kosuluna sahip Theorem 2.7’deki gibi global bir zayif ¢c6zumdadur. O zaman,
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6yle bir u € L*(0,T;V) vardir ki us € L2(0,T;V’) ve uc’nun bir alt dizisi (hala ayni

sekilde yazilan) asagidaki ézellikleri saglar:

(2.17) Ue — u L*(0,T;V)de zayif-*,
(2.18) dtue — Uz L%(0,T; V') de zayif

€ — 0 oldugunda, ve en énemlisi u NLS idbvp’yi zayif anlamda ¢ézer.

Teorem 2.9 (Inviscit Limit Il). N =2 ve p = 3 olsun. Varsayalim ki ues CGLE idbvp’nin
ug baslangi¢ datasina sahip ¢ézdmudur ve u NLS idbvp’nin ug baslangi¢ datasina sahip
coézumuddir oyle ki € = (A, k) — 0 iken ug — Ug V'de. O zaman, € = (A, k) — 0 iken,

llue — ully = O(A) + O(k).

Son olarak, CGLE idbvp'nin ¢cézliimlerinin vy < 0 oldugunda sifira Ussel hizda azaldigini

go6steriyoruz. Bu ¥ < 0 icin ¢cok daha kolay ve asagidaki sonuca sahibiz.

Teorem 2.10 (Kararllastirma 1).
Up € Q = {9 € VN LP*Y(Q) such that yop € LP*1("1)}

olsun ve u CGLE idbvp’'nin vy < 0 i¢cin Theorem 2.7’deki gibi bu baslangi¢c datasina
karsilik gelen ¢éziimd olsun. O zaman,

F(t) < Ege Mt (t>0).

Burada,
(2.19) F(t) = gIIVU(t)II2 + LIIU(t)IIp+1

' 2 L2@) p+1 LPH1(Q)
ve

o} B ay
— 2 p+1 2
(220) Eo = E”vuO”LZ(Q) + p_|_—1”u0”Lp+1(Q)_ 7||u0”L2(r1)

p+1

1
+ m(a’( + B)\)||UO||Lp+1(r1)'

Not 2.3. Kararlilastirma problemi vy = 0 oldugunda daha zor ve kontrol teorik bazi arac-
larin kullanimini gerektiriyor. v = 0 oldugunda, normalde CGLE icin L?-mertebesinde

bile azalis s6z konusu degil. Ancak, bizim modelimizde varolan dinamik sinir kosulu
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kararlilastirici bir kontrol etkisi gésteriyor ve ¢éztmlerin enerjisinin tissel manada sifira

yaklasmasi mimkdlin oluyor. Aslinda, asagidaki teoremi ispat edebiliyoruz.

Teorem 2.11 (Kararhlastirma ll).
uo € Q= {p € VNLP*(Q) such that yop € LPT1(1)}

ve u bu dataya karsilik gelen CGLE idbvp’nin (denklem 2.15) vy = 0 oldugu durumda
Teorem 2.7°deki gibi bir ¢béziimu olsun. Ayrica, varsayalim ki Q su geometrik sarti sag-
liyor: éyle bir xo € RN vardir ki To’da (x—xo)-v <0 ve ' ’de (x—xo)-v > 0. 0 zaman,
bir C > 0 sabiti icin

F(t) < F(0)el™c (t>0).

Burada F(t) (2.19)’de verildigi gibidir.

3. Dogrusal Homojen Problem

Bu bolimde amacimiz Teorem 2.1 ve 2.2'G kanitlayacagiz. Bunu basarmak igin,
(2.6)'de verilen idbvp'yi (2.7)'de verilen Wentzell ibvp'ye cevirecegiz. Bunun igin A

operatériunin maksimal disipatif oldugunu géstermek gerekiyor.

A’'nin disipatif olmasi:
Buradaki zorluk elimizdeki operatériin en dogal uzay olan L?(Q)’da disipatif olma-

masidir. Aslinda, A operatoérinin (2.4)'de verilen tanimindan u € D(A) icin:

(AU, U)[_Z(Q) = ()\ + iCX)(AU, U)LZ(Q)
(3.1)

ou
=—(A+ia)(VU, VU) 2y + (A + (@) (—, u) .
aV L2(r1)

au
M, Gzerinde P = —(A + ia)Au oldugundan (bakiniz (2.7)),
\%

(3.2) Re(Au, u);2(q) = —AllVullZ, o, — ReL (A + ia)? (Au, u)2(ry)]

elde ediyoruz. Maalesef, yukaridaki esitsizlikten Re(Au, u);2(q) < 0 oldugu sonucuna va-
ramayiz. Bu ylUzden, A L2(Q)'da disipatiftir diyemeyiz. Bu durum daha énceden [Favini

vd., 2002]’de verilen problemi H! topolojisinde ele alma fikrini aklimiza getiriyor.
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O zaman simdi, ayni hesaplamayi V uzayinin i¢c carpimina gore yapalim. Yani, her
ue€D(A) icin,

(Au, u)y = (VAu, Vu) 2(q)

= (A + (a)(VAu, Vu) 2(q)

ou

=—(A+ia)(Au, Au) 2+ (A + (@) (Au, —) )
aV LZ(rl)

ou
ki burada 'y’de P = —(A + ia)Au oldugunu kullanirsak, sunu elde ederiz:
\%

2

ou
3.4 (A, W)y ==\ + {)IBUIFz gy = Hﬁ .
L2(T1)

(3.4)'de reel kisimlari alirsak ve Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak,

2

(3.5) Re(Au, u)y = —A ||Au|?

LZ(Q)_ HB_V <0

L2(ry)

elde ederiz.

Bu A operatorinin disipatif oldugunu kanithyor.
A operatériiniin maksimal olmasi: Oyle bir bilineer form tanimlamak istiyoruz ki
(3.6) a(u,z) = (—Au+06u, z)y

esitligi u € D(A) ve z € V oldugunda dogru olsun. Burada 6 daha sonra belirlenecek.
Bu sekildeki bir bilineer form A operatortnin tanimini géz 6nune aldigimizda ve kismi

integrasyon yaptigimizda

ou 9z
(3.7) a(u,z) = (A + ia)(Au, Az)2(q) + (— —) + 6(Vu, Vz),2(q)
vV dV L2(r7)
seklinde ortaya cikiyor.
Simdi,
0z
(3.8) Z= {ze\/,AzeLz(Q),a—eLz(l"l)},
\%
uzayini asagidaki norm ile diisgngyoruz:
2
3.9 zI2 = 1zI1% + l1Az|1%, . + || — .
(3.9) I2llz =2l + 182lEog) + | 7]
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Z aslinda bir Banach uzayidir (bakiniz [Cavalcanti vd., 2016, Lemma 2.1]). Yukarida
(3.7)'deki bilineer formu bu Banach uzayi Uzerinde dustnuyoruz.

Bir sonraki adim Browder-Minty teoremini [Brezis, 2011, Theorem 5.16] her f € V
icin, tek bir zayif u € V ¢6zimi oldugunu ve bu ¢6ziimun asagidaki varyasyonel formu

sagladigini gostermek icin kullaniyoruz
a(u,z2)=(—f,2)y,Vze V.

Bu a(u, z)'nin surekli ve Z Uzerinde koersif oldugunu géstermekle mimkuindir. On-

celikle, goruyoruz ki

(3.10) a(u,z) = —(A+ia)(Au,z)v +6(u,2)y

0z
A+ ia)(Au, A2)2(q)— (A + i) (Au, —) + 06(u, 2)y.
BV LZ(rl)

ou
Simdi, "'y Uzerinde P = —(A + ia)Au oldugundan (3.10) su sekilde ifade edilebilir:

du 9z
(3.11) a(u,z) = (A + ia)(Au, Az);2q) + (— —) +0(u, 2)v,
8V aV LZ(rl)
dolayisi ile
ou 0z
(3.12) la(u, 2)| < CA, &) [(Au, AZ) 2| + || — — +1011(u, 2)v|.
oV o0V L2(ry)

Cauchy-Schwarz esitsizligini yukaridaki ic carpimlara uygularsak,
(3.13) la(u, 2)| < C(a, A, O)|lullzllzllz

elde ederiz, bu a(u, z)'nin surekli oldugunu gosteriyor.

a(u, z)'nin koersif oldugunu gostermek igin, (3.11)’de z = u yaziyoruz. Buradan ¢iki-
yor Ki

ull?

_ 2 ; 2
(3.14) la(u, u)l = |Bllully, + (A + lO{)llAulle(Q)+

OV IlL2(ry)
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Ote yandan,
9 2
Rea(u, u) =Re(0) ||u||€ +AlA u||fz(m + ' P

L2(ry)
2
L2(Q)’

Simdi, asagidaki cebirsel esitsizlikten faydalanirsak

Ima(u, u) =Im(6) lullg + a[|Aull

\/Elzlz |Re z|+ |Im z|, Vz € C,

2
Re(8) llully, + A llAull

2 _
L2(Q) + H 9V

V2
la(u, u)| = 7(

(3.15) L2(r1)

2 2
+ (@) lulZ + allaull?, g |)

oldugu ortaya cikiyor. Simdi, |a + b| < |a| + |b| G¢gen esitsizliginde

2 2 u|?

a = Re(®)|lully, +AllAull + = ,
Y H@ " lav iy

— 2 2
alir ve Im(0) > 0 secersek, (3.15)'dan, sunu elde ederiz:
V2 e 5
la(u, u)l =2 — |(Re(6) + Im(ONIlully, + || — + A+ a)llAully;
2 ~—— A% L2(r1) (@

(3.16) >0

> 72 (Reoylul? Ha“
> — [ Re(0)|ull? + | —
2 vV ollav

+ (A + a)||Au||fz(Q)).

2
L2(T1)

Simdi Re(0) > 0 secersek A’'nin koersif oldugu ortaya cikar.

Browder-Minty teoreminin karmasik versiyonundan her f € Z’ (Z’ uzayi Z'nin duali) icin, bir
v € Zicin a(v, z) = (—f, 2)v esitliginin saglandigi sonucuna variyoruz. Ayrica, D(A)c Zc V c Z’;
dolayisi ile her f € V icin v € Z c V olacak sekilde bir ¢c6zim vardir. Varyasyonel formu E =0

oV
6zelligini saglayan z € Z ile test edersek, ortaya cikar ki

(A + id)(Av, BZ)2(q)— O(V, BZ)2(q) = (f, BZ)2(q).
ki bu durumda
A+ ia)Av—06v =f.

v, f € V oldugundan, Av € V cikar. Varyasyonel formu bir kez daha kullanarak, sinir kosulunun
saglandigi ve v € D(A) oldugunu goriririz. Bu bize A operatoriniin V Uzerinde bir Co-tipinde

yarigrup Urettigini gosterir.
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Vv
Daha da fazlasi, Av € V olmasi Av|r, € HY?(I"1) oldugunu gésterir ve bu ylzden Yy €
v

HY2(r1). iz teorisinden v € H2(Q) elde ederiz; yani D(A)'nin diizgiinligl en az H2(Q) mertebe-
sindedir. D(A) V’'de yogun oldugundan, Lummer - Philips teoremini ya da [Showalter, 1997, Ek-
sonuc IV.3.2,] kullanirsak, Teorem 2.1 kanitlanmis olur. Wentzell ibvp (2.7)'yi (2.6)'de verilen

idbvp’ye cevirirsek, Teorem 2.2 de kanitlamis oluyoruz.

4. Homojen-olmayan Dogrusal Problem

Bu bélimde, amacimiz Teorem 2.3 ve Eksonug 2.1'i ispat etmektir. Simdi (2.8) problemini
distnlyoruz. Oncelikle, [Showalter, 1997, Teorem IV.4.1A]’e gére, asadidaki sonucu cikartabi-

liriz:

Onerme 4.1. f € L1(0, o0; V) ve up € D(A) = V oldugunda, (2.8) probleminin u € C([0, ©); V)

olacak sekilde tek bir genellesmis ¢6zlimd vardir.

Simdi, (2.9)'da verilen genellenmis Wentzell ibvp'yi distiniiyoruz. Oncelikle, f = 0 durumunu
disilinelim ve (2.9) probleminin iyi-konulmuslugunu elde etmek icin sliperpozisyon prensibini
kullanalim. ilk énce, asagida bir Neumann fonksiyonu A" tanimliyoruz: verilen g € H5(I"1) icin,
Ng su problemi ¢ézlyor

MNg=0
oN

(4.1) —g=g on M
2%

Ng=0 on lg.

Eliptik teoriyi kullanarak [Lions ve Magenes, 1968], biliyoruz ki
(4.2) N H5(M1) — H5*32(Q)  her s e Ricin slreklidir.

(i = u— Ng olarak tanimliyoruz. 'y Uzerinde (2.9)'da verilen sinir kosulunu kullanirsak, M

L oNg L
Uzerinde AN g =0 ve v = g elde ederiz ki buradan

i au oNg

v av oV
=g—(A+ia)Au—g
(4.3) =—A+id)Au+(A+ia) ANg
=0
=—A+id)A[u—Ng]

=—A+ia)Ald, T1'de.
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Ayrica f = 0 durumunu distindligimizden goériyoruz ki
Gt =ur—Ngt
=(A+ia)Au—Ng;.
ANg = 0 oldugunu tekrar kullanirsak
r=(A+ia)A(u—Ng)—Ngt
(4.4)
=(A+iax)Ald— Ng:.

(4.3) ve (4.4)'U birlestirirsek, {'ya gore yazilmis problem asagidakine dénUsuyor:

r=A+ia)Ad—Ng: Qx(0,c0)'da
1=0 Mo x (0, )'da
— =—MA+ia)Al M x (0, 00)'da
A%

((0) = up—Ng(0).

Yukaridaki problem icin asagidaki sonucu elde ediyoruz:

Lemma 4.1. g € W11(0, 00; H=1/2(I")) ise, 0 zaman (2.9) problemi icin u € C([ 0, ); V) olacak

sekilde tek bir ¢6zim vardir.

Kanit. Aslinda, eger g € W1-1(0, o0; H~Y2(I'1)) ise, 0 zaman g¢ € L1(0, o0; H=1/2(I"'1)) ve g(0) €
H~Y2(r1). Bunlari kullanarak ve (4.2)'de verilen Neumann fonksiyonun H=1/2(I"1)'den H1(Q)'e
surekli olmasindan dolayi,

—Ngt € L1(0, o0; V)
(4.6)

Ng(0)e V.
Onerme 4.1'i kullanarak (4.5)'in iyi konulmuslugunu elde ederiz ve (i € C([0, o); V) olur. u =
(i+Ng yazarsak ve (i, Ng € C([ 0, o0); V) oldugunu kullanirsak, sdyleyebiliriz ki (2.9) probleminin
u e C([0, ); V) olacak sekilde tek bir c6zimU vardir. O

Asagida Teorem 2.3'U kanitlayacagiz. Bu sonuc sadece g € L2(0, T;L2("1)) olmasini gerek-
tiriyor. Aslinda, Lemma 4.1 bize (2.9) probleminin g € W11(0, T; H~1/2(I"1)) oldugunda u €
C([0, T]; V) olacak sekilde tek bir cozimii oldugunu sdyliyor. Oyleyse g € L2(0, T;L2("1)) ol-

dugu durumda sup |Ju(t)|ly < co oldugunu gdstermek ve sonra yogunlu argiimani kullanmak
te[0,T]
yeterlidir.

(2.9)'u G ile V'de carpip, t'ye gore integre edersek

t t t
(4.7) f (ut(s), u(s))vds— f (A + ia)Au(s), u(s))yds = J (f(s), u)vds
0 0 0
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elde ederiz. Genelligi bozmadan f = 0 alalim. f # 0 olan durum daha sonra sliperpozisyon
yontemi ile ¢6zulebilir. Yukarida ilk terimi

(4.8) Rt d—ltd 2d—ltzlo2
. efo (ue(s), u(s))v S_EL allu(s)llv s= Ellu( )IIV—Ellu( Iy

olarak yazabiliriz. (4.7)’in sol tarafindaki ikinci terim tstlinde kismi integrasyon yaparsak

t
f (A + iax)Au(s), u(s))yds
0

t , du
= J { A+ ta)llAu(s)lle(Q) +(A+ia) (Au(S), a—v(s))Lz(m} ds

0

ou
elde ederiz. Simdi, '] Uzerindeki sinir kosulundan, yani, (A + ia)Au=g— v oldugundan

t _ ou
J ((A + ia)Au(s), a—(s)) ds

VvV 2
(4.10) 0 Em)

t
oL, o 250),, o
0 L2(r1) oV Ji2(ry)

A%
olur. (4.8) - (4.10)'u (4.7)'de yazarsak ve reel kisimlari alirsak, sunu elde ederiz:

tiau 112
——IIU(t)IIZ——IIU(O)IIZ+Af IIAu(S)IILz(Q)d5+J —(s) ds
0 oV L2()
(4.11) ¢
ou
—Ref (g,—(s)) ds.
o\ 9V Jir)
Yani, n > 7 se(;ersek
|| I )\J lAu(s)IZ, o, d (1 1) 14l d
—|lu + u(s s+ |1—— —(s s
L2(Q) 4 v 2
(4.12) 1/ Jo Fr
—||U(0)||2 + UJ ||9||Lz(r1)
olur.
Daha genel olarak, f € L1(0, T; V) icin,
|| (1“)||2 )\f lAu(S)IIZ, o d (1 1) 14| d
—|lu + u(s S+|1—— — s
L@ anJJo llov: “llez(ry)

(4.13) 1 t
< S + 1 f lgli%, -, ds + fo 17112 ds

< C(uo.f,9)
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esitsizligi dogrudur.

g = flr, secersek, (2.9) problemi (2.8) ile 6zdeslestirilebilir. Dikkat etmek gerekir ki f €
L2(0,T;V) ise, iz teorisine goére g € L2(0, T;HY2('1)). Ayrica, Au € L2(0,T;L3(Q)) ve f €
L2(0, T; V) oldugundan u: € L2(0, T; L2(Q)) el ederiz ve bdylece Eksonucg 2.1'in ispatini tamam-
lamis oluyoruz.

u
Not 4.1. (i) u € HI(Q) ise, iz teorisine gére, formal olarak - € H=1Y2(I") elde ederiz. Bu
v

ytizden Teorem 2.3’de ortaya cikan Z—i € L?(I"1) diizglinliigii, altta yatan Wentzell yapisina
bagli sakli bir dlzglinliktdir.

(i) Yine, sadece formal bir argiimanla, Au € H=1(Q) olmasi beklenir. Au € L?(Q), olmasi
Ginzburg-Landau operatériiniin parabolik kisminin dlizglinlestirici etkisine bagli olarak or-
taya ¢cikmaktadir.

(iii) Eksonucg 2.1°den, ayrica

(4.14) (f,ug) —u

operatériiniin L2(0, o0, V) x V’den C([0, 0); V)’ye sinirli oldugu da ortaya cikiyor.

(2.9)’'den elde edilen bir problem icin bir Duhamel formusu elde etmek olacaktir. Asil ama-
cimi ut icin belli kestirimler elde etmektir. Bu yonde, u icin bir yarigrup gosterimi elde etmeye
calisacagiz.

Lemma 4.2. uo, f ve g asagidaki ézellikleri saglasin

(i) upe v (iii) g € L2(0,T;L2(I1)).
(i) fe L1(0,T;V)

O zaman, (2.9)'in u€ C([0,T]; V) ¢éziimii asagidaki gibi yazilabilir

t t
(4.15) u(t) = e*tug —AJ A=) \rg(s)ds + J eAlt=9)f(s)ds.
0 0

Kanit. Duhamel formulinden, (4.5)'in ¢6zUmu su sekilde yazilir:

t t
ace) = e*ti(o) — f eA(f—S)Ngt(s)ds+f eAlt=9)f(s)ds.
0 0

Yukaridaki esitlik [D(A)]”'de distnUlmelidir. Kismi integrasyon sonucu

¢ t . t
a(t) = e*ta(o) — eA(f-SWg(s)) —A J eAt=9) \g(s)ds + J eAlt=9)f(s)ds
0 0 0
(4.16) . .
= eAt{(0) — Ng(t) + e*tNg(0) —Af eAlt=9) \rg(s)ds + f e?t=9)f(s)ds
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elde ederiz. (i = u— Ng oldugundan, (4.15)'da verilen gosterimi bulmus oluruz.

Varsayim (i) ve (ii)’den, (4.15)’in ilk ve Gg¢uncl terimleri C([0, T]; V)'ye aittir. u € C([0,T]; V)
oldugunu kanitlamak icin, AféeA(t—s)/\/g(s)ds € C([0,T];V) oldugunu géstermek yeterlidir.
Aslinda, varsayim (iii) ile (4.2)'i s = 0 icin birlestirirsek, N'g € L2(0, T, V) cikar. Sonuc olarak,
[Pazy, 1983, Teorem 2.4(b), pg.5]'den, fé eAlt=s)\rg(s)ds € D(A) oldugunu biliyoruz ki bu bize

A fé eAlt=5) \rg(s) ds’'in anlamli oldugunu séyliyor. O

Teorem 2.3'Uin kanitindan asagidaki fonksiyonun sirekli oldugu da ortaya cikiyor:

L£:L%(0,T;L%(r1))— C([0,T]; V)

(4.17) t
g -—»AJ eAlt=9) \rg(s)ds.
0
Asagida, homojen olmayan (2.9) problemi icin daha diizgin ¢éziimleri inceleyecegiz. Once-

likle su sonuca bakalim:

Teorem 4.1. Lemma 4.2’de verilen varsayimlara ek olarak varsayalim ki:

(i) freL1(0,T;V) (i) Aug €V ve
i eL?2(0, T;L%(T 3
(i) gt ( (1)) % — 9(0) = —( + id)Ado.

O zaman, asagidaki esitsizlik saglanir:

(4.18) llutllcro, vy < C[llf“wlll(o,T;V) + 910, 7:2¢r)) + AUV + |Iuo||v]-

Eger, ek olarak, g € C([0, T]; HY2(I"1)) ise, 0 zaman u € C([0, T1; H2(Q))’dIr.

Kanit. Buispatta, (4.15)'de verilen formill kullanacadiz. Yapilan varsayimlara gore ug—Ng(0) €

D(A) oldugunu gortyoruz. Aslinda, ugp — Ng(0) € D(A) yazmak asagidaki sartlara denktir:

- 0
a(uo—/\/g()) =—A+ia)A(uo—Ng(0))

3
(4.19) N %-g(O) = —(\ + io)Aug
A(ug —Ng(0)) =Aug e V.

Cozumlerin esleklik manasinda tarevlerini aliyoruz ve bu ylzden hesaplamalar eslek uzaylarda

yapihyor.
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Ote yandan, [Pazy, 1983, Teorem 2.4(b), pg.5]'ye dayanarak,

t
(4.20) AJ eATf(t—T)dTt = eAtf(0)—f(b),
0

t
(4.21) AJ eATNg(t—T)dT = e*tNg(0)—Ng(t),
0

oldugu cikiyor. Simdi, Leibniz integral kuralini kullanirsak ve (4.20) ile (4.21)'i g6z 6niine alirsak,

d (f A(t—s) td A(t—s)
EJ e f(s)ds = j o [e f(s)] ds+f(t)

0 0

t t
=A f A=) f(s)ds + f A=) fi(s)ds + f(t)

0 0

(4.22) . .
=AJ eATf(t—T)dT+f eAlt=9) f,(s) ds + f(t)
0 0
t
= elf(0)— fEtT + f eA=9) f,(s) ds + fet
0
ve
d [t [t d
——Af eAlt=9) Ng(s)ds = —A J — A=) Ng(s)] ds+/\/g(t)}
dt” Jo | Jo dt
r t t
=_A AJ eA(t_S)J\/g(s)ds+J eA(t_s)/\/gt(s)ds+Ng(t)]
(4.23) 0 0

A ;
=_A AJ eATNg(t—T)dT+f eA(t_S)/\/’gt(s)ds+J\/g(t)]
L Jo 0

r t
=—A eAtNg(O)—Aﬂgﬁ’HJ eA(t_s)/\/gt(S)dS+M}

0
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elde ederiz. (4.15)'in tlrevini alirsak, (4.22) ve (4.23)'den, £ (4.17)'de verilen fonksiyon ise,
asagidaki esitligi elde ederiz:

d [t d (t
ur(t) = Aettug — —A f eAlt=9) \rg(s) ds + — f eAlt=9) f(s) ds
dat” J, dt J,

t
= Aetug + eAtf(0) + f eAlt=9)f,(s)ds
0
t

—Ae?tNg(0)—A f eAlt=) \gi(s)ds
0

(4.24) = Ae*t[ug — N'g(0)] + eA£(0)

t t
+J. eA(t‘s)ft(s)ds—Af A=) \rg¢(s)ds
0 0

t
= Ae*[ug—Ng(0)] + e*'f(0) + f eA=9)f(s)ds — Lge(t)
0

=I+II+1II+1V.

uo — Ng(0) € D(A) oldugunu varsayarsak, I'in C([0, T]; V)'ye ait oldugu cikar. Simdi, f €
w110, T;V) — C([0,T];V) oldugundan, ayrica II € C([0, T];V) elde ederiz. Benzer olarak,
standart bir yarigrup argimani ile III € C([ 0, T]; V) oldugunu da buluruz.

Son terim igin ise, (4.17)'de verilen £ fonksiyonunun dizgunlik 6zelligini hatirlayalim. Bu
ylzden, us € C([0, T]; V)'dir. Bundan ve f € C([0,T];V), oldugundan Au € C([0,T];V) elde
ederiz. Ozel olarak, Au|r, € C([0, T]; HY2(I'1)).

Simdi varsayalm ki g € C([0, T]; HY2(I'1)) olsun. O zaman, Z—:j = —(A + ia)Au + g, oldu-

au
Jundan soyleyebiliriz ki 55 € C([0, T]; HY?(r1)). Sonuc olarak, eliptik diizglinliik teorisinden
ueC(0,T]; H2(Q)) elde ederiz.
Simdi, (4.19)'de verilen uyusma 6zelliklerinden ve [Pazy, 1983, Teorem 2.4(c)]'den,
(4.25) Aetug—Ng(0)] =etAlug—Ng(0)] =\ + ia)e?t Aug

elde ederiz.

(4.17)'deki £ operatériinii uyguladigimiz ayni senaryoyu féeA(t‘S)ft(s)ds’ya IVelleqo,m1;v)
tizerinde bir kestirim elde edebilmek icin uygulayacagiz. Bir baska deyisle, f(t) — fé eAlt=s)f,(s)ds
ile verilen K fonksiyonu L1(0,T;V)'den C([0, T];V)'ye varsyaim (i) altinda sireklidir. Bunu,
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(4.25), £'nin strekliligi ve (4.24) ile birlestirirsek, bir C=C(a, A, T) icin
lutlleo,m:vy < C{llAuollv + Ifllco,m1:vy + IKfellero, 71v) + I£gtllcqo, T3y}
(4.26) < C[”UO”V + [|Auollv + IIfllcqo, vy + WftllL o, 7:v) + ||Qt||L2(o,T;L2(r1))]
< C[lluolly + B uolly + IFllwe.1co,7vy + Ngllsico,m2ry |

oldugu ortaya cikar.
0

Not 4.2. Yukarida elde edilen u € C([0, ); H2(Q)) fonksiyonu problem (2.9)’in bir ¢6ziimdidiir,

yani,

A+ix)Au=ut+f inQ x [0,T]
(4.27) ou

a—=—()\+ior)Au+g onTy x [0,T]

%
Syle ki f € V — L2(Q) ve g € HY2(I'1). Iz operatérii yo : HYX(Q) — HY2(I'1)’nin siirekliligi ve
(4.27)’den, sunu elde ederiz:
Nu(Oll2¢q) < C(llutll 2y + Iflli2cy + 19llh2ery + 1A + ial IA ullyrzgry))

(4.28) < C(llutlly + Il + llgllparzgryy + A Ullv)

< C(uellv + Wfllv + gllpzgryy) -

Lemma (4.2), (4.26) ve (4.28)’den,

(4.29) llutllco,m1;vy + llullero, m1;H20Q)) < CLIf i o, vy + 191lH 0, 7;HY2(r ))

+ ||Auollv + l[uollv]

oldugunu gériyoruz.
Yukaridaki kestirimi idbvp'ye uyguladigimizda asagidaki sonug cikar:

Teorem 4.2. (2.8) problemi icin, Eksonuc¢ 2.1'deki varsayimlara ek olarak farzedelim ki:
(i) feH (O, T;V)
(ii) Aug €V ve aaivo —flr(0) =—(\ + ai)Aug.

O zaman ut € C([0,T], V) ve

llutllcro,m1;v) + lullegro, m1;H2(0)) < CLIFllH2c0,7:v) + [1AUO]lV + lluollv].

Kanit. Bir énceki sonucu g = f|r, secerek uygulamak yeterlidir. f € H1(0, T; V) oldugundan, iz
teorisine gore f|r, € HL(0, T; HY2('1)) < H(0, T; V). (4.29)'den, istenen esitsizlik elde edilir.

0
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5. Dogrusal-olmayan Pertiirbasyonlar

Bu béliumdeki amacimiz Teorem 2.14 ve Eksonug 2.2’yi kanitlamaktir. g(z)'nin Varsayim 2.1’
sagladigi durumda, dogrusal olmayan model (2.10) icin ¢c6ziimler insa edecegdiz. Burada f fonk-
siyonunun (2.11)'de verilen 6zelligi sagladigini varsayiyoruz. Onceki bélimlerde oldudu gibi, iyi
konulmusluk problemini idbvp’yi Wentzell ibvp'ye cevirerek ¢ozecediz. Yani, sinir terimi g(ut)'yi
h'in (2.12) sagladigini varsayarak g((A + ia)Au + h(u)) ile degistirecegiz. Burada, (2.13)'de ve-
rilen As evollUsyon operatorinu (2.14)'de verilen tanim kiimesi altinda distnUyoruz. ik 6nce,
Ar operatériniin w— maksimal disipatif oldugunu gdsterecegiz:

Disipatiflik:
(2.13)'de verilen Af operatori dogrusal olmadigindan iki ¢6zimun farkina bakmak durumun-
dayiz. ilk dnce, Green teoreminden gdzlemliyoruz ki

(Aru, Vv = A+ 10)(V - AU, TV) 20y + (F(W), Vv

ov
= —(A+ @)(AU AV) 20y + (A + (@) (Au, —)
L2(r1)

v
(5.1) +(f(u), vv

=—(\+ia)(Au, Av) +( -1 (—a—u) a—v)

B ’ L2@) g A% ’aV L2(ry)

ov
— (h(u), —) + (f(u), v)v.
A% LZ(rl)

Sonuc olarak, eger u, v € V gibi iki ¢c6zUmUn farkina bakar, reel kisimlari alir, Varsayim 2.1’
g6z 6nune alirsak:

2

(Aru—A Y <~ + i)|Au— AV ‘a“ ov
u— v,u—v < - La u—Av -_Mml||l— - —
f ! v L2(Q) A% A% L2(ry)
(5.2) - (h(u)— hv), 24— a—v)
oV oV L2(r1)
+ (f(uw)—f(v), u—v)y.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

53 R (h( )= h(v), 4 av) < (W) = h(Wllizgey |2 = &

. e u)— V), —— — < u)— Vv _——
( ) oV 9V /2 L*(M1) oV aV||L2(r)
ve

Re(f(u) = f(v), u—=Vv)v < |If(u) = fF(V)llvilu—=vilv
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elde ederiz. Bu noktada, h ve f'in Lipschitz slrekli olmasinin burada mnemli bir rol oynadigini

vurgulamamiz gereklidir. [|h(u) — h(V)llyv2r;) < Kllu—vilv oldugundan,

(5.4) I — bW llzy | o= | < Kllu= v |22 =Y
. u)—h(v —_——— <Kllu=vV|y||——— ,
p EVE] Ve Y oVliL2(ry)

ve [If(u) — f(Vllv < L|lu—vllv oldugundan,

(5.5) If(w) = fFWIviiu—Vilv < Lllu—vl||2

elde ederiz.

(5.4)'Un sag tarafi GUzerinde asagidaki kestirim gecerlidir:

du v , , 1 eu av|?

(5.6) Kllu=viv || ——— <nKu=viZ+ —||——— ,
A% 2% L2(I1) 4I7 A% A% L2(ry)

(5.5), (5.6) ve (5.2)'den

ou oav|?

1
Re(Afu—Arv, u—Vv)y < —A||Au— AVIIfz(g) + (_ - m) ' oV v

an

(5.7) L2(r1)

+[nK? + L]llu— VIR

oldugu cikar. Simdi, A > 0 oldugundan, w > nK2+L ve n yeterince biiyiik secersek, séyleyebiliriz
ki

(5.8) Re(Afu—Afv—wI(u—Vv),u—v)y <0,
yani Ar operatoru w - disipatiftir.

Maksimallik:

Bu noktada, (3.8)’de verilen Z uzayini dustuntyoruz. Simdi,

au ov
(5.9) a(u,v)=0(u,vly + (A+ia)(Au,Av)2¢q)+ (g‘l (—) —)
A% oV L2(rq)

Vv
— (f(w), Vv + (h(u), —)
L2(r1)

A%

olarak tanimliyoruz.
Gosterecegiz ki bu form strekli ve koersiftir, boylece Browder-Minty teoremi uygulayabilece-

Jiz. Bu herje V c Z’ igin, tek bir u € Z'nin
a(u, v)=(—j, v)v,VveZ

esitligini 8’nin reel kisminin yeterince blyUk oldugu bir durumda sagladigini verecektir.
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Ucgen esitsizligi, f, g, ve h Gzerindeki sinirlardan,

(5.10) la(u, V)| < 18(u, V)vl+ (A2 + a®)|(Bu, AV) 2

au ||?

+ M‘ - + Llullvivilv + Kllullv || —

OV llL2(ry) L2(r)
elde ediyoruz ki burada bir C(A, 6, a, M, L, K) sabiti icin
(5.11) la(u, VIS C(A, 6, a,M, L, K)|lullzllvllz
olur.
Koersiflik icin,
(5.12) au, u) =6 lully + (A + ia)|Aull?, (g‘l (a_u) a_u)

@ av) av )2y

— (f(u), v — (h(u) —)

L2(r1)

oldugunu gézlemliyoruz. Simdi, karmasik z = x + iy sayisi icin gecerli, ¥2|z| > |x| + |y| esitsiz-
ligini yukariya uyguluyoruz. Ayrica, Varsayim 2.1'den, Im(8) > 0 olacak sekilde secersek, sunu
elde ediyoruz:

la(u, u)|

V2 ou\ ou
> — |Re(0)|lull}, + Re (g‘l(—), —) L~ Re(f(w), v
L2(T1)

ov /) 9V

du
+AIAUIZ ) — Re (h(U), E)Lz(rl)

2 2 au
— [Im(&)lull}, +or||AUI|Lz(Q) Im(f(U),U)v—Im(h(U),—)

VJ/i2(r)
Lz(l"l))
(h(u) —)
oV I_Z(rl)

)— V21IFWllv llully
L2(r1)

(5.13) 2
> (Re(e)uun2 + O+ allbull?, o

+m
: |~

ov

/2
+ —-Im(@) llullf — V2 |(f(w), wy| - V2
S~——

=0

V2 2
2 — | Re(®)ullf + (A + o)llAul}
‘au
oV

f and h'in Lipschitz olmasindan faydalinarak elde edilen (5.5) ve (5.6)’y1, V'den L2(I"1)'ye

ol

L2(Q) oV

—V2|lhWll 2y

L2(ry)

kisitlamanin strekliligi, ve Young esitsizliginden yeterince blylk n > 0 icin asagidaki kestirimi
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elde ederiz:

2

(5.14) la(u, )l = 2 Re(@Iul2 + 22\ + ) 1aul? /2m 1|
- a(u, )| = — Re(O)|lull2 + — (X + o) ||Au |l ———||=
2 v 2 L2(Q) 2 4r) A% L2()
— V2 [L+nK2]|ull?
Y2 [Re(@) = 2L — 20 K2] Ul + (A + o)l Aul? J2m 1) |au)e
=— [Re(6)—2L— ull2 + (A + a)||Au + ——||{—
2 r) 4 LZ(Q) 2 4f] 0V LZ(rl)

> Cllull2

Burada Re(6) > 2L + 2nK? ven yeterince biylik seciliyor ve dolayisi ile C > 0 oluyor.

Oyleyse Browder — Minty Teoremden, eder w > 2L + 2nK? ise, Af — wI operatori maksimal
disipatif olacaktir. Bunu ve Lumer - Philips teoremini kullanarak, As gUgla sirekli bir yarigrup
uretir diyebiliriz. Boylece Teorem 2.4 ve Eksonuc 2.2 kanitlanmis oldu.

6. Diizgiin Céziimlerin Lokal lyi-konulmuslugu

Bu bdlimde amacimiz problem (2.15) icin ¢éziimlerin N < 3 oldugu durumda H2-mertebesinde
lokal varligini kanitlamaktir (Teorem 2.5). Buraya kadar (2.9)'de verilen f : Q x (0, T) — V gibi
bir forcing terime sahip dogrusal mode icin V'de iyi konulmuslugu ispat etmistik, ayrica ¢6zim
Uzerinde uygun kontrol kestirimleri bulmustuk (Teorem 4.2).

Oncelikle su tanimi yapiyoruz:
(6.1) F(u)=—(k+ iB)ulP~tu+yu.

Teorem 4.2'de verilen kestirimleri elde etmek igin, (2.15)'de verilen denklemin distriblisyonel

manada zaman degiskenine gore tlrevini aliyoruz . Aslinda, w = u; dersek, o zaman

wi— (A + iad)Aw = Fe(u, w) inQ,

w=0 on I,
(6.2) i aw

—+w:=0 only,

A%

w(0) = wo in Q,

elde etmis oluyoruz. Yukarida

+1 -1
Fr(uw) = —(k+ iﬁ){%luv"lw+ i) 5 )|U|p_3U2W}+yw,
(6.3) wo = (A +ia)Aug— (K + iB)|uolPLug + ¥ uo.
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K(u*, w*) = (u, w)

olarak tanimlanan
K:C(0, T;H*(Q)NV x V) — C(0, T; H3(Q)n V x V)

seklinde dusunulen operatorin, u’'nun (2.15)'i F(u*) terimiile ve w'nun (6.2)"yi F¢(u*, w*) terimi
ile sagladi§i durumda tercihen tek bir sabit noktasi oldugunu géstermek istiyoruz. Oyle bir sabit
nokta bulundugu zaman, (u, ug)'nin (2.15) denkleminin diizgin ¢6zimi oldugunu gdstermek
rutin bir prosedtrdur.

Uygun bir sabit noktanin varligini ortaya ¢ikarmak icin bazi 6nsel kestirimler elde etmeliyiz.

Hem lokal hem de global teori de faydali olacak bazi basit kestirimler ile basliyoruz.

Lemma 6.1. F(u) ve Ft(u, w) (6.1) ve (6.3)'de verildigi gibi olsun. u € H*(Q)nV ve w € V

olsun,

(i) eger N<3vep=1, 0zaman
(6.4) IF(Wllcay < CClull} oo(o) + Dllullprq) < C(IIUIIHZ(Q) + Dllullprqy:

(ii) eger N <3 vep=>2, 0zaman
(6.5) IF(Wllr2¢ay < (Cliull} oo(o) + Dllullpzqy < (CIIUIIHZ(Q) + Dllullpz(qy:
(iii) eger N <3 ve p =2, o zaman

-1
(6.6) IFeCu, Wlly < CIIV wll 2oy {Ilullfgq) + 1}
(iv) eger N=1ve p =2, o zaman
p—1

(6.7) IFeCu, wllv < Cllwlly (1 + llullf )

(v) eger N=2 ve p=2, 0zaman

p —2 p—1 p—1

(6.8) IFe(u, W)llv < CIIWIIV(IIUIIHZ(Q) llully, ellullz +||ull,f(mllullzT +1

N——

Burada 1 > 6 > 0 kliclik secilebilir. Ayrica, p € [2,5] ve kiiclik 0 icin,
(6.9) IFeCu, wlly < Cliwlly (11ullZz g, + lully + 1)

dogrudur. Burada T = t(p, 0) > 0;

(vi) eger N=3 ve p =2, o zaman

o+ 3 4—2) 1—0 p=2 3(p=1) p=1
(6.10) ||Ft(u,w)||vscuw||v(||u||H2(Q) Il 2l +lul o laly” +1).
29



11
Burada 1 > 0 > 0 kicuk istenilen kadar secilebilir. Ayrica, p € [2, ?} ve klglk 6 icin,

(6.11) IFeCu, Wllv < Cllwlly (llullZa g, + lully + 1)

dogrudur. Burada T = 1(p, 6) > 0.

Kanit. Gozlemledigimiz Gzere

lulP~1vu +

(p+1) (p—1)
2 2

VF(u) =—(k + iB) { lulP~3u?va } +YVu

yazabiliriz. Bu ylzden,
IVF(u)| < C(JulP~HVul + [Vul).

(6.4) esitsizligi ve (6.5)’in ikinci kismi dogrudan H2(Q) — L*®(Q) gémme o&zelliginden cikar.
(6.5)'deki ilk esitsizlik [Brézis ve Gallouet, 1980]'da p = 3 ve N = 2 oldugu durumda katnitlan-
mistl. Benzer kanit lemma’da verilen duruma da uygulanabilir. Burada fikir

1 1
2 2
lullwracy < Nullfs Ul 2 g,

seklinde verilen Gagliardo-Nirenberg esitsizligini kullanmaktir.

(6.6)'yI1 ispat etmek icin, 6nce VF¢(u, w) Uzerinde bir kestirim elde ediyoruz:
(6.12) IVFe(u, w)| < C(JulP~2[Vullw| + |ulP~H VW] + |YIVWw()
C :=C(k, B, p) dersek, licgen esitsizliginden

—2 -1

(6.13)  [IFeCu, Wllv < C{llull]a(g) IWVull2iqy + 1ull gy IV Wil2iqy + 17TV Wil 20y }
cikar. Simdi, [[wVull 2q) < lIWllvilullpzqy ve H2(Q) = L*®(Q) oldugunu kullanarak (6.6)’yI elde
ediyoruz.

N =1 ise, 0 zaman H1(Q) — L®(Q)"1 ve (6.13) kullanip,

-1
IFeCu, W)llv < Cliwlly (1 + llullf) ™)

oldugunu kolayca goririz.

2
N=2ise,0zamans>2,0<6=1—— <1 oldugu durumda
S

IVullLsey < lullfa g lIully;~®



seklinde verilen Gagliardo-Nirenberg esitsizliginden ve H1(Q) — L9(Q) (g > 1) seklinde verilen
2s

Sobolev gdémme 6zelliginden r = icin

lwVull 2q) < Cllwllr) IV ulls)
(6.14)

< ClIWlv Ul o lully~®

elde ederiz. Ayrica N = 2 icin, su Gagliardo-Nirenberg esitsizligi de gecerlidir:

1 1
lulloo < Hlull 2 lull3

Bu ylUzden(6.13)'den sunu elde ederiz

p p=2 p-1 p-1
(6.15)  IIFe(u, Wllv < Cllwlly {nuqu(Q) lully=®lall,” +lull, 2 g lull,” + 1}
Dikkat etmek gerekir ki yukaridaki esitsizlikte, eger p < 5 ise, o zaman &= < 2.

Eger N = 3 ise,
1 2
IVull3y < llull fz gy lully

seklinde verilen Gagliardo-Nirenberg esitsizligini yeniden kullanabiliriz ve H1(Q) < L%(Q) gémme
Ozelliginden
lwVull 2q) < Cllwll sy IV ull3q)

(6.16)

< Cllwllv lull] g lully®

H2(Q)
elde ederiz. Ayrica N = 3 icin, su Gagliardo-Nirenberg esitsizligi de gecerlidir:

3 1
ltlloo < Hlull 3 lull3

Bu ylzden

0+ 1 oy 2 XD L
(6.17) IFe(u, W)||VSC||W||V{||U||H2(Q) llull;, ||U||2 +||U||,_,z(Q) llull, +1}

elde ederiz. Yukaridaki durumda, eger p < 3 ise, 3(p4_1) < 2 olduguna dikkat etmek gerekir. O

Simdi asagidaki uyusma 0Ozelliklerini dikkate aliyoruz:

Tanim 6.1. [Uyusma Ozellikleri (CC)]

dug .
3_+ A+ io)Aug—F(ug)=0onTrj.
v
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Ayrica, asagidaki uzaylari tanimliyoruz:

(ug, wg) eV xV
wo = (A + ia)Aug— F(up)

Aug eV

ug satisfies CC (Definition 6.1)

ve Banach uzayi olan
Xr={(u,w): ueCl0, T;HA(Q)NH} (Q)], w € C[0, T; H}, (Q)), ur = w} .
Eliptik teorinden kolayca
Aug € V — HY(Q) and "GLVO =—wolr, € HY?(I")

oldugunu biliyoruz. Oyleyse: (ug, wo) € Xo = up € H2(Q) dogrudur.

O ylizden Xg ve X7 lzerinde asagidaki normlari tanimliyabiliriz:

2 _ 2 2
Iw, W2, = uliZs g, + IWI2,

I(w, W)I2_ = sup lull?,,,+ sup [lwl?2.
T etor @ oy Y

Teorem 2.5'i bir ka¢ adimda kanitlayacagiz.

1.Adim: Coziim operatoriini insa etme: Bir sabit nokta elde edebilmek icin daha 6nce-

den tanitilan K operatorini asagida 6zel olarak insa ettigimiz tam metrik uzaya kisitlayacagiz.

Lemma 6.2.
Or={(u*, w*)eXrs.t.u*(0)=up}

olsun. O zaman, Q1 bos olmayan Xt'nin normudan elde edilen metrige gére bir tam metrik

uzaydir, yani burada metrik su sekilde yazilabilir:

2

dor((uy, wi), (uy, w;)) = sup |luy —us|l + sup [lw}—w3|?
T 1 2 2 te[0.T] 1 2H2(Q) te[0,T] 1 2

HE (@)
Kanit. (uo, 0) € O, yani Qt bos degildir. do;'nin bir metrik oldugunu gérmek kolaydir. Q7’'nin
tamligini gostermek icin, diyelim ki (uy,w>) € Or olsun &yle ki (uy, wr) — (u*, w*) € Xr.

* — ; * %2 — il
Bunun anlami u? (0) = up ve Ilrm [tes[%,pﬂ lus —u ||H2(Q) 0 demektir ki bu

0 < [lu*(0)— uollhz(qy = llu*(0) — u) (0)l2(q) < [SOUTP] lu® —u’ll2(q)
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oldugunu verir. n — oo durumundaki limiti distnlrsek, u*(0) = ug elde ederiz. Yani, (u*, w*) €

Q7. Oyleyse Qr kapalidir. Tam uzaylarin kapali alt kimeleri de tamdir. Bu yuzden, Q7 tamdir
cunkd X tamdir. O

Simdi (ug, wo) € Xo alalim. (u*, w*) € Qr oldugunda K(u*, w*) gorlntisind dislinelim. Bu
gorinti (u, w) € C1([0, T]; V)NC([0, T]; V) gibi asagidaki problemleri ¢cdzen fonksiyonlar verir:
ur— A+ id)Au =F(u*), Q x R;'da,
u= 0, F'o X R+'da,

(6.18) u
v +(A+ia)Au—F(u*)=0,I x R.'da,
v
u(0) =up,Q’da
and
wie— (A + ia)Aw = Fe(u*, w*), Q x Ry 'da,
w = O' ro X R.,,'da,
(6.19)

ow
> + (A + ia)Aw—Fe(u*, w*) =0, x R;'da,
%

kw(O) = wp, Q'da.

Bu noktada bazi 6nemli noktalara deginmeliyiz.

Not 6.1. (i) ug'in gerekli uyusma o6zelliklerinis sagladigina dikkat etmek gerekir ¢clinki
(u*, w*) bir énceki lemma’da verilen Qt uzayindan aliniyor, bu F(u*(0)) = F(ug) olma-
sini zorunlu kiliyor.

(i) Ayrica K’'nin Qt’nin elemanlarini tekrardan Qt’ye génderdigini gézlemlemek gerekir. Bu
dogrusal teoriden ve (u, w) = K(u*, w*)'in [0,T]’de slirekli olmasindan kaynaklaniyor.

Her zaman u(0) = ug, yani, (u, w) € Qt oluyor.

K(u*, w*) operatorleri asagidaki islemlerin birsesimi olarak distnnulebilir

K(u*,):u*— F(u")—u

K(, w*) : w* — F¢(-, W) — w.
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Bu bilesen fonksiyonlari Lemma 4.2'den asagidaki gibi yazilabilir:

K(u*, ) = u(t)
t t
(6.20) = (eAtug — f A=) AN F(u*(s)) ds + f eAl=)F(u*(s)) ds)
0 0
K(, w*) =w(t)

t t
(6.21) = (eAfwg — f eA=AN Fe(., w*(s))ds+f

A= (., w*(s)) ds) :
0 0

Daha 6nceden oldugu gibi yukarida da A (2.4)'de Wentzell sinir kosullari ile verilen operatér,
N de (4.1)'de verilen Neumann fonksiyon.

2.Adim: Kestirimler ve X71’deki yuvarin degizmelik 6zelligi:

K(u*, w*) = (u, w) tanimladigimizi hatirlayalim. Burada u (6.18)'i sag taraf f = F(u*) oldu-
gunda ve w (6.19)'u sag taraf f = Fi(u*, w*) oldugunda c¢coOzlyor. Baslangic kosulu gerekli
uyusma oOzelliklerini sagladigindan, Teorem 4.2’de verilen kestirimleri kullanabiliriz. Bu bize

sunu veriyor:

(6.22) Iwllcro, 1:v) + llullegro, 71:H2())

< C(IFuN20,7:vy + IFeCU*, W9l 2¢0,7.v) + lluolly + llAuollv).
Oncelikle K(u*, w*) operatériiniin BR(Q1)’yi BR(Q1)'ye gdénderdigini gdsterelim. Burada Br(Q7)
yaricap! R olan Q7’'den alinmis kapali yuvari temsil ediyor. Asagida R ve T'nin uygun degerle-
rini bulacagiz. Bunu basarmak icin, (6.22) ve Lemma 6.1'de verilen kestirimleri kullanacagiz.

Bu noktada, R > 0 sabit bir say! (birazdan secilecek) ve (u*, w*) € Br(X7) olsun.

Lemma 6.1'de verilen (6.4) ve (6.6) kestirimlerinden asagidakini elde ediyoruz:

WFCu) 20, 7:vy + IFE (U, Wl 20,7, v)
1/2
(6.23) T 2o . .
< U 2(1+ @l ) (lut O + 1w (0I12) dt
0

> p—1 * *
< CTY2 (1+ 11256 1ymecay) (147 leo rimecan + W lleqom1v))-

< C2RTY2 (1+RP71).

T 1/2 T 1/2
JMF(u*(t))n@dt] +{ f ||Ft(u*(t),w*(t)||5dt]

0 0
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(6.22) ve (6.23)'U birlestirirsek,
IK(u*, wH)llxr = 11w, W)lixy

= [lwllcgo, m1;v) + lulle(ro, 71:H2 Q)

< Cyo + C2RTYV2 (1 + RP7)

elde ederiz. R = 2Cy, olsun. O zaman, kiguk T icin, K Br(Q7)'yi kendi Gzerinde gbnderir.

Step 3: Sabit nokta. Kiclk T icin, 1 > p > 0 oldgunu ve
”K(U;, W;) - K(U;, W;)”XT S p ”(U; - U;, W;_ - W;)”XTI V(U;, W;), (u;' W;) € BR(XT)

saglandigini gésterecegiz. Diyelim ki (uy, wy), (u3, w)) € Xr. Yukaridaki argimanlara benzer
olarak, sunu elde ederiz:

KU, w3) = K(ub, w)llxr = lI(u1 — uz2, w1 — w2)llxr

= |lur — Uzllero, m1;H2¢0)) + W1 — Wallero, 71:v)

;
(6.24) < L IF (U3 ($)) — F(u5(SDllzqy ds

;
+ L IFe(u7(s), wi(s))— Fe(u3(s), wi(s))llvds.

F ve F¢'nin lokal Lipschitz kestirimleri kullanarsak, (uy, w}), (U3, w3) € Br(X7), aldigimizda

IA

IF(Up = Fyley < Co(lluslEby, NuslEd) 1) lu; = ublle oy

Ci(R) llu] — U5 llhz(q)

I\

ve

IFeCuy, wh) = Fluy, widlly < Co (Ilug I8 Il 1) 1w = wilv

IA

C2(R) 1w} — w3 llv

elde ederiz. C3 := max{C1(R), C2(R)} tanimini yaparsak, (6.24)'den

”K(ulr Wl)_ K(uzl W2)”XT

;
(6.25) < C3JO [”“1(5)_ U3 (2 + llwi(s) — w;(s)llv] ds

<TGs [llui — Wllero,msH20) + 1wy — WEHC([OIT]?V)]
STCs (U] — us, wi—w3)llx;
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elde ederiz. Yukaridaki kestirim kliclik T icin K operatoriinin daraltan oldugunu goésteriyor. Bu

Br(Q7)'de dlizgiin cozimlerinin lokal varlik ve tekligini veriyor.

Not 6.2. Yukaridaki sonu¢ Br(Qt)’de tek bir ¢éziim oldugunu veriyor. Bu dogrudan Qr’de tek
¢6ziim oldugu anlamina gelmiyor. a, 8 > 0 oldugu durumda, tekligi Qt’'de de gdsterebiliyoruz.
Bu (7.10)’dan c¢ikiyor.

7. Dlzgiin Céziimlerin Global lyi-konulmuslugu

Bu boélimde, dinamik sinir kosullari ie tanimlanan CGLE modeli icin, kuvvet tipi dogrusal
olmayan terimler oldugu ve ek olarak 8 > 0 oldugu durumda global ¢c6ziimlerin iyi konulmuslu-
gunu calisacagiz. Kanitlarimiz genel itibari ile Sobolev gémme teoremlerine bagli olacaktir. Bu
yuzden, p Uzerinde bazi varsayimlarimiz olacak. [4]'te, defocusing kubik NLS icin dinamik sinir
kosullari altinda ve N = 2 oldugu durumda, global ¢6ztimlerin iyi konulmuslugu elde ediliyor.
Biz, bu sonucu CGLE kapsaminda N < 3 icin elde edebiliyoruz. Daha kesin bir dille sdyleyecek
olursak, global iyi konulmuslugu eger N = 1 ise p > 2 icin; eger N = 2 ise p € [2, 5] icin; ve
eder N=3isepe|2, % icin kanitlayacagiz. DlzgUnlestirici etki bu kapsamda énemli bir rol
oynayacak. Bu dogrusal olmayan Schrodinger denklemlerinde var olmayan bir 6zelliktir.

Simdi 0 < Tmgx < o verilen bir lokal ¢6zim icin maksimal varlik zamanini temsil etsin.
[I(u, u)llx; 'nin [0, Tmax) Uzerinde sinirli kaldigini gostererek aslinda Tmax = o0 oldugunu kanit-
layacagiz. Bu baglamda 6ncelikle, asagidaki her boyutta dogru olan lemmay!i ispatliyoruz. Bu
lemma’da verilen kestirimlerin benzerleri [Bechouche ve Jingel, 2000, Lemmas 3.2 ve 5.2]'de,
bolgenin bltin uzay ya da torus (periyodik sinir kosullari) oldugu durumlarda goésterilmistir.
Burada, amacimiz ¢cé6ztUmlerin enerjisi Uzerinde dlzgin bir sinir bulmaktir.

Lemma 7.1. Diyelim ki ug € V nLP*1(Q) ve youp € LPT1(I1).

(i) Eger y >0, o zaman E(t) < E(0) exp(CTmax) (t € [0, Tmax)). Burada

a B 1
- 2 p+1 p+1
(7.1) @)= S IVUOIE gy + - IOlp gy + S (@ + B

t t t
2
+a fo lue()I% -, s + ar fo IAulZ, g ds + KB fo U, 0

(ii) eger y <0, o zaman E(t) < E(0) (t € [0, Tmax)). Burada
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1
(7.2) E(t)——nw(t)n — I} ||u(t)||L2(r) Sk BRI

LZ(Q) LP+1(Q) LP+1(ry)

+ orf lut(S)IF oS + or)\f 18Ul g, s + KBJ IIu(S)IIsz(Q)-
Ayrica, her T > 0 icin asagidaki diizglinliik 6zellikleri gecerlidir:
(u,ur) € [C([O, TT; VN LPHH(Q)) N L2(0, T; HA(Q)) N L2P(0, T; L2P(Q))] x L?(0, T; L*(Q)),

ou
5, = Yout€ L2(0, T;L2(T1)), You € C([0, T1; LP*1(I1)).

Kanit. —aAu + BlulP~1u ve u'nin ic carpiminin reel kismini alarak basliyoruz:

(7.3) Re(—aAu+ BlulP~tu, ut) = Re(—aAu + BlulP~tu, (A + id)Au— (k + iB)|ulP~ u + yu)

ou 2 1
= —OAlIAUIIF; ) + OVIVUIIZ, ) = AYRE(—, Wiz(ry) = KBIIUI 2o ) + BY UL
+ aRe(Au, (k + iB)|ulP~tu) + BRe(JulP~tu, (A + ia)Au)
ou 2p p+1
=~ AU, ) + AV IVUIE: ) = AYRE(——, Wia(ry) = KBIIUI 2 ) + BYIUIITS (o

ou
— aRe(Vy, (k + iB)V (JulP~tu)) + orRe(E, (K + iB)ulP~tu) 2(rp)
ou
— BRe(V(JulP~tu), (A + ia)Vu) + BRe(lulP~ u, (A + (00 ——)i2(ry)-

(7.3)'ln sag tarafindaki ilk sinir terimi Gzerinde su sekilde bir kestirim elde edilebilir:

ull? )
L2(1)

on
ay 2
< 7 (Ce”vu”LZ(Q) +€ ”ut”Lz(rl)) ’

au ay
(7.4) —O{yRe(a—n, U)LZ(rl) < 7 Cellulll_Z(r ) +€

u
Alternatif olarak, a—lr1 = —u; kullanarak
Vv

ou
(7.5) —arRe(-— Wiz = dtn [y

yazabiliriz.

B > 0 varsayimi altinda, ak + BA > 0 olur ve
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(7.6) —aRe(Vu, (k + iB)V (lulP~tu)) — BRe(V(JulP~tu), (A + io)Vu)

+1 -1
P > lulP~vVu + P

= —(ak + BA)Re(V(|u|P~tu), Vu) = —(ak + BA)Re(Vu, ( lulP~3u?vi))

2

+1 1
=—(or/<+,8)\)[pr |ulP~Y|Vul?dx + P Ref |u|p‘302(Vu)2dx} <0.
Q Q

(7.3)'Un sag tarafindaki son terim soyle hesaplanabilir:

au o ~  ou
(7.7) GRe(a—n,(K+lB)|U|p L) 2(ry) + BRe(lulP 1U,(A+la)a—n)L2(r1)

p+1

ou 1 d
— p-1 - el
(a -+ BARe(IUP~ u, —)ia(ry) (o + BRIl

(p+1)
On the other hand, by using the main equation, we can rewrite the same scalar product in
(7.3) as

(7.8) Re(—aA 1y, u) = 2 poup? 9 e Re(2Y
: e(—abu+ Blul”u ur) = Sl UIILZ(Q)+mallullwﬂ(m—a e(o s utdizry)
ad B d i1 5

= s —|IVull

S PTLAGUE N o1 gt Ml +allud

L2(r1)’

Eger ¥ > 0 ise, kliclik ve sabit € > 0 icin
(7.9)

E(t)— E(0) < 1%)tv 2 4 t p+l a (* 2 g
(0= EO) <av(L+ ) | IVUEogyds +BY | UG g+ €5 | MUz yds

v t
<e—E(t)+ Cj E(s)ds
2 0

else ederiz.
Bu ylUzden,
t

E(t) < CE(0) + CJ E(s)ds.
0

Gronwall esitsizliginden, her t € [0, Trmax)
(7.10) E(t) < E(0) exp(CTmax)

oldugunu buluyoruz.
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Simdi, ¥ < 0 durumunu dusunUyoruz ve E(t)'yi (7.2)'deki gibi tanimliyoruz. (7.5)'teki alter-
natif hesaplamayi kullanirsak,

ay [t 5 t el
(7.11) E()—E(0) < — | IVU()F2iqyds +BY | U q) <O
0 0

elde ederiz. Buradan E(t) < E(0) cikar.

Boylece kanitlamis olduk ki (u, ut) su anlamda globaldir: yani, her T > 0 icin,
(u,up) €[C([0, T]; VNLPYL(Q)) N L2(0, T; H2(Q)) N L2P(0, T; L2P(Q))] x L2(0, T; L2(Q))

ve
ou
You € C([0, T]; LPT1(T1)), ~, = Youre L%(0, T;L?(T1)).

O
Lemma 7.2. u lokal bir ¢6zim olsun. O zaman,
(1) EerN=1ve 1l <p < o ise, o zaman ||F(u)|lv < C.

(2) Ejer N=2 vel <p < o ise, 0 zaman ||F(u)lly < C + C||u||ZZ(Q). Buradal > 6 > 0
istenilen kadar klclk secilebilen bir sabiti temsi ediyor.

(3) Eger N >3 vel<p< % ise, o zaman ||F(u)|lv £ C + CIIuIIfIZ(Q). Buradal>6>0
istenilen kadar klicik secilebilen bir sabiti temsi ediyor.
3(p—1)

(4) Eger N=3 ve p >3, o zaman |[F(W]y < C+ C||u||sz‘Q). Eger ek olarak p < % ise, o

2

zaman her klclk sabit € > 0 icin ||F(u)|ly < Ce + €||U||H2(Q)-

Kanit. Kolayca hesaplanabilir ki,

-1
%Iulpﬁuzva} + Y Vu.

+1
(p2 )Iulp_1Vu+

VF(u) =—(k+iB) {
Bu ylzden,
IVF(u)| < C(JulP~Y|Vu| + |Vul).

N =1 durumu, H1(Q) <= L®(Q) gdmme 6zelliginden ve Lemma 7.1'den kolayca kanitlanabilir.

N=2vel<p< oo durumunu disunelim. O zaman,

(7.12) IVulls@) < ullp g, llully;~®

2
seklinde verilen Gagliardo-Nirenberg esitsizliginden (s >2ve 0 < 6 = 1—; < 1), H(Q) — L9(Q)

(g = 1) gdmme 6zelliginden, ve Lemma 7.1'den, g > 2(p—1) ve g = 1 icin

— —1 —
(7.13)  IF@Ily < C(llul® 1>||vU||5+||vU||§zg(m) < C (Nl NulEolulGe g, + lullv)



elde ederiz.
N

Simdi N > 3 ve 1 < p < z=5 olsun; o zaman asagidaki Gagliardo-Nirenberg esitsizligi:

(7.14) IVullLseay < lullfa g llully,

2N 4N (s—2)N o o
—— >s5= >2ve0<60=——— <1icin gecgerlidir.
2N—2(N—-2)(p—1) 2s

N—2
qg= % icin, (7.13) seklinde yazilabilir

(7.15) IFWllv < C(llulP9ulll 2 + IVulll2(y) < € (Ilull P~ DlIvulls + llullv )

—1 —
< C (el Nl g hully= + llully )

N =3 ve p > 3 ise, 0 zaman asagidaki Gagliardo-Nirenberg esitsizligi gecerlidir:

1

3
4 q
lulloo < Cllull g lull3-

Bu ylUzden,

3 p—1
— z(p-1) =
(7.16)  IFWIlv < C (Il IVull 2y + IVull 2(y) SC(nun,‘_‘,z(m lull, 5 IVullz + ||u||v).

Dikkat etmek gerekir ki, p < % ise, %(p— 1) < 2'dir. O

Simdi, C(ug, Tmax) ve C gibi sabitler icin asagidaki kestirimi kanitlayacagiz:

t
lue (v + llu(®)llx2(q) < C(uo, Tmax) + C(fo IFt(u(s), ut(s))llvds

t , 1/2
(7.17) + [JJ IFe(u(s), us(s))] drds] .
0JI

(2.9)'da f = F(u) yazar, g = — f|r, oldugundan ve (4.25)'i kullanarak, (4.24)'G asagidaki
sekilde yazabiliriz:
(7.18)

ur =\ + io)etAug + e*tF(ug) + f
0

t t

eA=9F(u(s), Ut(S))dS—AJ e* TINFe(u(s), ue(s))ds.
0

Ote yandan, Lemma 7.2’den, ortaya cikiyor Ki

(7.19) lle* F(uodllv < Cllluollkz(ay)-
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O zaman, (7.18), (7.19), (4.17)'de verilen £ operatorinin sirekliliginden (diyelim ki siniri n),

sunu elde ederiz:

t
lue(D)llv < C(IIA uollv, lluollyz(q)) +J IFeCu(s), ut(s)llvds + IL(Ft(u(s), ut(s))llcco, m1:v)
0

:=Cu0

t
< Cyp + J IFe(u(s), ut(sNllv ds + nllIFe(u(s), ue(s)i2c0,t:02¢r1))
(7.20)

1/2
= Cuo + J”Ft(u(s) ut(S))Ilvd5+nU IFeCu(s), ue(sHIFz ., ds ]

1/2
< Cyo + f IFe(u(s), Ut(S))Ilvd5+f7[J IFt(u(s), Ut(s))”LZ(r) ] :

Simdi, (4.28) ve iz operatériniin 7y : HY(Q) — HY2(I"1) (diyelimki siniri ¢) strekliliginden,

lu(®llzy < C1 (lue®llv + IFUE Il + IFUEHv2(ry))

< Cr(llue@®llv + (X + NF(uNIlv) .-

(7.21)

Boylece, Lemma 7.2, (7.20) ve (7.21)'den, (7.17)’yi géstermis oluyoruz.
Gagliardo - Nirenberg esitsizliginden géstermek mimkindir ki (bakiniz [Bechouche ve Jin-
gel, 20001]):

(7.22) 1z Nl2eq) < C (12l 2¢q) + 1A 2l 2¢0))
<C(lzllv + 1Azl 2(qy), VZ € H*(Q).

Ote yandan, Lemma 6.1 ve (7.22)'den,:

t t
(7.23) fo IFe(u(s), ug(s)llv ds < € fo WSy (U2 o) + 1) ds

elde ederiz.
¥ I'1 kisitlama yapan iz operatori olsun, iz-interpolasyon esitsizliginden

(7.24) IIWIILZ(r y < Cllullg ey llull2(q) -

Yukaridaki esitsizlikten faydalanarak

(7.25) IYFe(u, W)IILz(r y < ClIFe(u, Wl oy lIFe(u, Wll2(q)

oIduQunu elde ederiz.
=1 icin H1(Q) — L®(Q) gecerlidir; N = 2 icin H}(Q) — L9(Q) (1 < g < o) gecerlidir; N > 3
icin Hl(Q) — Lq(Q) (1 <qg-=< 2N ~v—3) 9ecerlidir. Bu gomme ozelliklerinden ve Lemma 7.1'den,

N = 3 ise p < 5= varsayimi ile, asagldak| kestirimi elde ederiz:
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(7.26) IFeCu, Wlli2qy < C(IHUlP™ Wl 2y + 1l 2¢q)) < CEO)l[Wlly.
Lemma 7.3. a,B,A, k> 0 olsun. O zaman, bir M > 0 sabiti icin

sup |[w()|ly <M < oo.
te[0,Tmax)

Kanit. (6.2)'yi —alAw ile carpiyoruz, Q Uzerinde integre ediyoruz ve reel kisimlari aliyoruz. O

zaman, (7.26)’yi1 kullanarak

ad
(7.27) = IIVWII

> P20y T AIWel D ) + OAIAWIS = —aRe(Fe(u, W), AW) 2(q)
1
2
< _”Ft(u W)”Lz(Q) + EHAW”LZ(Q) < C(E(O))”W” + ellAW”LZ(Q)
elde ederiz. Yukaridaki esitsizlikten
t
Iw(BIIZ < llwollZ + C(E(O))J Iw(s)IIZds.
0
Simdi, Gronwall esitsizligi bize istedigimiz sonucu veriyor. O

Not 7.1. (7.27)’den gériyoruz ki ellAwlle(Q)
rol edebiliyoruz. Bu CGLE’ye 6zgu bir 6zellik olup, Schrédinger denkleminde bu ézellik A = 0

termini sol taraftaki a)\llAwllg terimi ile kont-

oldugundan yoktur [Cavalcanti vd., 2016].

Simdi, (7.25) ve (7.26)'dan

(7.28) IFFe(, Wi, ., < ClIFe(, Wil oy

kestirimi ¢cikiyor. Ayrica, (7.23)'ten, sunu elde ederiz:

(7.29) fuﬂww)wwmww<c+CJnm9mmn

(7.29)'un sag tarafi Lemma (7.1)'ya gore bir sabitle sinirlandirilabilir (cinki A > 0). Bunu (7.17)

ile birlestirirsek,

l(u, ut)llxr < C

elde ederiz. Boylece, ||(u, ut)llx; icin [0, Tmax) Uzerinde dizgln bir sinir elde etmis oluyoruz.

Yani, diizglin ¢c6zUmlerin global varligini géstermis olduk.
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8. Zayif Cozimler

Bu béliimde, Teorem 2.7’de verilen zayif ¢é6zimlerin varlk ve tekligini gdsterecegiz.

uo € V such that yo € LPT1(I1)

alalim ve

{ug,0}
yeterince dizgun dyle fonksiyonlar olsun Ki
(8.30) Uyo0— Up Q’'da

ve her u € Nigin uy (2.15)'in {uy,0} baslangic datasina karsilik gelen tek dizgln ¢6zimu olsun.
O zaman, uy asagidaki problemi ¢ézer:

dtuy— (A + i) Auy + (kK + iB)luplP~tuy—yuu =0 inQxRy,

auy

— = —0dtu onl xRy,
(8.31) { o g *

u, =0 on My x Ry,

uu(0) = uy,o in Q.

u, 0 € Nigin zy,0 := uy — ug tanimini yapiyoruz. {z,,0} icin asagidaki sonucu kanitliyoruz:

Lemma 8.1. £, (8.43)'deki gibi tanimlanmis olsun, o zaman
Epo(t) < Epo(0)exp(CT), te[0,T].
Kanit. G(zy,0) := |uulP~! uy — |ug|P~ ug yazarsak, gézlemliyoruz ki

(8.32) Re(—alzyo+ BG(zy0), Z;z,o)

=Re(—alzy,o + BG(Zy0), (A + i0)AZyo— (K + iB)G(Zy,0) + YZu,0)

aZu,g
= —aAl8Z0l17 g + AVIVZ 017 ) — AVRE (7 zu,o)Lz(r )—Kﬁne(zy,o)ng +BY(G(2u,0), Zu,0)
1
+ aRe(Azy,o, (K + iB)G(2y,0)) + BRE(G(Zy,0), (A + id)AZ,0)
2 2 92,0 2
= —0Al182u,0l17 g, + OVIVZu0ll 7 ) — XVRE . Zuo . kBIF(WII; + BY(G(2p,0), Zp,0)
L-(ly
. 9Zy,0 .
— aRe(Vzy,q, (kK + iB)VG(zy,0)) + aRe , (K +iB)G(zy,0)
on L2(ry)

. . .9Zu0
— BRe(VG(24,0)), (A + id)Vz,,6) + BRe (G(zu,g), A+ ia) ) )
L2(T1)

an
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Ote yandan, ortaya cikiyor ki

(8.33)

d ay ,
—o(yRe < 7 |ZIJ,0" ZIJ:U)LZ(F;L)

Zu,0 > )
r<U,0
on L2(r)

< ayMilz) ollizqry 12 ollizcry

2
Lz(rl))

ay
< S (Callvauolz gy + €1

ay
< S (Callzuolzge,, + €120,

2
“ o Lz(rl))

Alternatif olarak

0Zy,0 , 3 -
, r, =—2 _oldugundan, sunu da yazabiliriz
ov 1 mo

0Zy,0

ay d
(8.34) —ay Re( £e L
on

Z =
,U,U)Lz(rl) 2 dt” HOHLZ(FI)

(8.35)

Re(—alAzy o + BG(Zuo0), 2’ )—ginw 1|2 —Re(@ z ) +Re(BG(zu0), 2" )
M, 0 u,0J, u,o Zdt M, 0 LZ(Q) on 7 u,o Lz(rl) H,0)r u,0

a
= S V20l ) + 2], 172 + RE(BG(210). 2, ).
Simdi (7.22)'yi g6z 6nlne alir, asagidaki lokal Lipschitz kestirimini kullanirsak:
(8.36) 1G (2,0l 2(qy < (lupllne, luolinz) 1zuolli2qy < C(Iluyolln2, ug,olly2) 1Zu,0ll2(q)
(8.37) 1G(zp,0)llv < (lupllpz, luollnz) 1zuollv < C (lug,ollpz. llug,olly2) l1Zu,0llv,

elde ederiz ki

a
(8.38) Re(—alzys+ BG(z40), ZZI,O) =-—|Vz, o"Lz(Q) + O{”Z + Re(BG(zy,0), Z;l,a)

”LZ(r )

< 5 V20002 gy + 2] o122, + BT IV G20z 12, o iz

ad
< 5 1200l )+ a2, 172+ Cer IV 240l oy +B C 2| 1A 21072 g + 16 (2002 gy + N2l |

(8.39)
—aRe(Vzy,o, (K+iB)VG(2y,0))—BRe(VG(Zy,0), (A+ia)Vzy,0) = —(ak+BA)Re(V(G(2y,0)), VZu,0)

< |ak + BA|IRe(VG(zy,0), VZy,0)

< lak + BALIG(Zy,0)llv 1Zuollv < C1llZuoll},
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ve

(8.40) 1BY(G(zy,0), Zu,0)l < BYC2 ||Zu,a||€-

3z,

0
(8.41) O(Re( ’o,(K+iB)G(ZIJ,g)) +BRe(G(zu,a), O\ + i) Z“"’)
L2(T"1) L2(I"1)

an an

azu,g
an L2()

2
< lak + BA| (CegllG(Zuﬂ”'fZ(rl) tes ‘ 20 L2(F1))
2
< |ak + BA| (CeBIIVzu,allfz(Q) te3)z,, Lz(rl))'

Yukarida verilen kestirimlerden,

ad 5 1 YéEr N ;w2
Ea"vzﬂ,OHLZ(Q)-l_a( _T_laK"'B |€3)”Zu,o"L2(F1)
(8.42) +(aA = BCe2) 1820l g + (KB — B CE€)IIG(Z10)II3
< C ”vzl.l,UHEZ(Q)

oldugu cikar. €;, i =1, 2, 3 yeterince kiiclk secersek ve (8.42)yi [0, T] Gizerinde integre edersek,

t

Eu,o(t) < CEL0(0) + CJ E.o(s)ds.
0

Burada

t t
(8.43) Epo(t) := V24, 0(0)lI7 ) + C1 fo 12}, ()2, d5+ C2 fo 182,1,0(S)I172 ) A
Simdi Gronwall esitsizligini kullanarak, t € [0, T] icin

(8.44) Epo(t) < Epo(0)exp(CT)

oldugu sonucuna variriz. O

(8.30) ve Lemma 8.1’den soyleyebiliriz ki, dyle bir u fonksiyonu vardir ve her T > 0 igin,

(8.45) ug — u  C([0,T]; V)< L2(0,T; L*(Q))da,
(8.46) u, — u" L%(0,T;L3(M))da,

(8.47) Au, — Au L%(0,T;L%(Q))da.
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Ayrica, (7.22), (8.45) ve(8.47)'den,
(8.48) u,—u  L%(0,T; H3(Q))'da

elde ederiz.

Yukaridaki yakinsaklik 6zelliklerinden, u’'nun Tanim 2.1'i saglayan bir zayif ¢c6zim oldugu
ortaya cikiyor.

Simdi uy ve uz (1.1)'in iki ¢c6zUmi olsun. O zaman w = u; — u> asagidaki problemi ¢ozer

We— A+ iAW+ (k+ iB)(JurlP~tur — JuzlP~tuz)—yw=0 inQxRy4,

ow

W= _—w; onl xRy,
(8.49) [ ¥

w=0 onlpx R4,

w(0) =0 in Q.

w € H2(Q) ve wt € L2(Q), h.h. t € [0,T] oldugundan, Lemma 8.1'deki prosecirii tekrar

edersek h.h. (x,t) € Qx [0, T] icin w = 0 elde ederiz.

9. Inviskit Limit

Bu bélimde, Teorem 2.8 ve 2.9'u kanitlayacagiz. Bu teoremler CGLE’'nin dinamik sinir kosul-
lari altindaki ¢coztmlerinin NLS’in ayni sinir kosullar altindaki ¢éziimlerine € = (A, k) — 0 oldugu
durumda uygun bir manada yakinsadigini séylemektedir.

Lemma 7.1'den ue'nun L®(0, T; V)'de diizgin sinirl, drue’un L2(0, T; L2(I'1))’de diizgiin siI-
nirli ve |uelP~tue’un L®(0, T; LP+1Y(Q))'da diizgiin sinirl oldugunu biliyoruz. Ana denklemi ve
yine Lemma 7.1'i kullanirsak, a:ue’un L2(0, T; V’/)’da diizgiin sinirli oldugunu géririiz. Bu sinir-
landirmalardan, ue'un bir alt dizisi icin (hala ayni sekilde yazilan)

(9.50) Ue — U zayIf-* L*(0, T; V)'de;

(9.51) dtle — Ut zayif L2(0, T;L%(1))'de;
(9.52) dtle — Ut zayif L2(0, T; V’)'da;

(9.53) luelP~lue = & zayif-* L®(0, T; LA+ (Q)) da.

X ={uelL?(0,T;V)|utr € L2(0, T; V) } teki sinirh kimelerin L2(0, T;L2(Q))'da gdrece kom-
pakt oldugunu hatirlayalim. Bu yiizden, farzedebiliriz ki ue — u L2(0, T;L%(Q))'da ve uc — u
h.h. (0, T) x Q’da. Buradan cikiyor ki |ue|P~2ue — |ulP~u h.h. (0, T) x Q’da. Ama |ue|P~1ue'nun
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L®(0, T; LP+1Y(Q))'da sinirli oldugunu biliyoruz. Bu ylizden & = |u|P~1u. Simdi, € — 0 duru-
munu disinirsek, u'nun NLS igin idbvp’yi ¢6zdlginl goririz. Boylece Teorem 2.8’in kanitini
tamamlamis olduk.

Theorem 2.9'u, N =2, p = 3 ve 8 > 0 durumunda dustnuyoruz ¢clinkl sadece bu durumda
NLS icin idbvp’nin bir global dizgin ¢6zimU oldugunu biliyoruz [Cavalcanti vd., 2016]. Bu
baglamda, diyelim ki ue (2.15)'in ue(0) = ug baslangi¢ datasi ile global dizglin ¢ézUGmudur.
Varsayalim ki u da asagidaki kiibik defocusing NLS'in dinamik sinir kosullari altindaki global

didzgln ¢co6zumuduar (a, B8 > 0):

ur— idAu+ iBlulfu—yu=0 inQx(0,T),

au

— =—Ut onl x (0, T),
(9.54) { v

u=0 on Mo x (0, T),

u(0)=up in Q.

Ayrica, € — 0 oldugundan V'de ug — ug oldugunu varsayalim.

W = Ue — u olsun. O zaman, w asadidaki problemi ¢ozer:

Wi — iAW + B (|uel?ue — [ul?u) — YW — AAue + K|uel?ue =0 inQx (0, T),

ow

— =—W on I"1 X (O, T),
(9.55) {9V

w=0 on g x (0, T),

w(0) = w§ = uf — uo in Q.

(9.55)'i —Aw ile carpiyoruz, Q x (0, t) lzerinde integre ediyoruz ve reel kisimlari aliyoruz:

1 t t
(9.56) S IVW(t)IZ; g + fo IWelZa ., s + Bim L (uel? e — lulu, A 2(gyds

t

t t
— YJO ||Vw||fz(ﬂ)ds + 'yL Re(w, 3y w),2(r,)ds + ARe J.o (Aue, Aw) 2(qyds

t
1
— K fo Re(lue|te, AW);2(g)ds = S IVWEI7z o

Sinir terimlerini kullanarak,

2 2

¥ 1 Cy
+ g IWilE ey < SlwelFa ey + —— WG

2

Y 1
(9.57) ERG(W, dyW)2(ry) < E”Wf“LZ(Fl)

elde ediyoruz ki buradaki son esitsizlik iz teorisinden gelmektedir. Ote yandan,
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t
(9.58) BReJ (luel?ue — |ul?u, Aw),2(q)ds
0

t t oW
= —BRGJ (V(luel?ue = ul*u), VW) 2, ds + BRGJ (luel?ue — ul?y, a—V)Lz(rl)ds
0 0

‘ 2 2 1t 2
<B | IV(luel®ue — lul*u) I 2(qyIVWIl 2(0yds +5 ||Wt||Lz(rl)d5
0

2 2
+—f lluel?ue = lul?ullf, - ,ds.

[Ozsari, 2015, Lemma 3.3])’deki hesaplamalari biraz degistirerek ispat etmek mimkindir
ki:

(9.59) IV (Juel?ue — lul?u) Il 2(q) < Cllue — ull2(q) Uluelloo + llulleo)?
+ Cllue — ulla (lluelloo + llulloo) (IVuella + 1IVulla)

2
< Cllue — ullv (lluellg2qy + Nullyz(ay)

1 1 1 1
+ Cllue — ully (Iluelliey + ||u||Hz(Q))(nuen;z(mnuena - ||u||;2(m||u||§)

<Cliwllv.

Yukarida ikinci esitsizlik V < L2(Q), H2(Q) — L®(Q) (N = 2), H1(Q) — L4(Q) (N = 2) ve
(7.12)’deki Gagliardo-Nirenberg esitsizliginden cikiyor . Son esitsizlik ue, u € C([0, T]; VNH2(Q))
oldugundan cikiyor.

[Ozsari, 2015, Lemma 3.3])’deki ayni teknigi kullanarak, ayrica asagidaki kestirimi elde edi-

yoruz

2

B 2 2
(9.60) ?”|Ue| Ue — |ul u”LZ(I"l)

< C(uellforyy + Nullfoogr ) e = ullZ2

< C (el ryy + Nl ) lue =l < C (uuen“ +||u||4g(m)||ue Ul ey

2(Q)
< C(uellfa g + Nulldz o ) lue = il . ) < ClWIZ.

Yukarida ikinci esitsizlik H1(I'1) — L®(I'1) (F1 1-boyutlu manifold) oldugundan, lciinci esit-

sizlik Sobolev iz teorisinden, ve son esitsizlik u, u¢ € C([0, T]; H2(Q)) oldugundan ve yine iz

teorisinden cikiyor.
(9.56)-(9.60)'i birlestirirsek,
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1 1 T
(9.61) EIIVw(t)IIfz(Q) < EIIVWSIIfz(Qﬁ CL IIw(t)Ilﬁdt

3

+AllAdell 2 () 1AWIlL2 gy + KllUell 6

lAW|| 2qyds

elde ederiz.
Yukaridaki esitsizlikte [[uell sq), [[AWIl 2(q), Ve llAucll 2(qy bir sabitle sinirlandinlabilir cinkd
H1(Q) — L%(Q) ve ue, u € C([0, T]; H2(Q)). Bdylece (9.61)'den

T

(9.62) IVW(OIFs gy < Nlud = toll gy + (A +K)C+C f Iw(BII§dt
0

elde ederiz.

Gronwall esitsizligini kullanirsak

llue — ully, < llug = uoll> ) + (A + K)Cexp(CT).

Sonuc olarak, € = (A, k) — 0 icin
llue — ully = O(A) + O(k)

oldugunu kanitlamis olduk.

10. GCoziimlerin Uzun-zaman Davranisi

Bu bdlimde, Teorem 2.10 ve (2.11)'i kanitlayacagiz. Once kolay olan (y < 0) durumunu,
sonra daha zor olan v = 0 durumunu inceleyecegiz. Zayif ¢6zimler teorisinden biliyoruz ki
(2.15) problemi icin verilen

up € Q = {9 € VnLP*(Q) such that yop € LP*1(I'1)}

icin, bu dataya karsilik gelen tek bir global u zayif ¢6ziimii vardir. iddia ediyoruk ki bu ¢d6zim
HL(Q)nLP+1(Q)'de t — x icin Ussel bir hizda sifira gider. Bunu kanitlamak icin carpan teknigini

kullanacagiz, ancak y = 0 6zel bir carpan kullanimini gerektiriyor.

1.Durum (y < 0):

Asagidaki gibi tanimlanmis fonksiyoneli disiniyoruz

a B
_ 2 p+1
F(t) = EIIVU(t)IILz(Q) + il IIU(t)IILp+1(Q)-
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Dikkat edilirse 7.2'den F(t) < E(t) oldugunu goririz. Ayrica, (7.11)'den

t

(10.63) F(t) < E(0) + yJ F(s)ds.
0

Gronwall esitsizliginden t > 0 icin:
(10.64) F(t) < Ege— Mt

olur. Burada

o B ay
— — _ 2 p+1 _ 2
(10.65) Ep = E(O) = 2 ”vu()“LZ(Q) + D+ 1 ||u0||Lp+1(Q) 2 ”uollLZ(rl)

prl 5.

1
+ m(a’("' B)\)”u0|le+1(|—-1) =

Bu cézimlerin, ¥ < 0 oldugu durumda, H1(Q) n LP*1(Q) mertebesinde sifira Ussel hizda ya-

kinsadigini gosteriyor.

2.Durum (y =0):
Bu durum daha zor ve bazi kontrol teori araclarinin kullanimini zorunlu kiliyor. CGLE'nin ¢6-
zUmlerinin periyodik ya da homojen Dirichlet/Neumann sinir kosullari alrinda y = 0 oldugunda
azalmak zorunda olmadigini biliyoruz. Biz burada dinamik sinir kosulunun aslinda sénimleyici
bir etki yarattigini ve aslinda sistemi bdlgenin icinden bir sénim mekanizmasi olmadan kararli-
lastirabildigini gosteriyoruz. Bu ylzden, Z—i N = —u; sinir kosulunu bu kapsamda kararlilastirici
bir sinir geri beslemesi olarak disutnebiliriz.

Lemma 7.1'e dikkat edilecek olursa vy = 0 oldugunda, enerjinin artmayan bir 6zellige sahip
oldugunu goruriz. Kararhlastirma sonucunu kanitlamak icin, asagidaki lemmada verilen integ-

ral esitsizligi kullanacagiz.

Lemma 10.1. [Komornik, 1994, Teorem 8.1] F : Ry — R4+ artmayan bir fonksiyon olsun ve

varsayalim ki bir C > 0 sabiti icin
(10.66) J F(s)ds < CF(t)
t

t > 0 icin gecerlidir. O zaman,
F(t) < F(0)el—¢

t > 0 icin dogrudur.
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(10.66) tirinde bir integral esitsizligi elde etmek icin,

d
(10.67) a(u,qﬂunz(m,

terimini hesaplayacagiz. Bu terim kismi diferansiyel denklemlerin kontrol teorisinde ve homo-
jen olmayan baslangig-sinir deger problemlerinin iyi-konulmusluk teorisinde kullanilan bir gar-
pandir. (10.67)'de, g Q'da yeterince dlzgln bir vektor alani temsil ediyor ve bu vektér alani

daha sonra 6zel bir sekilde secilecektir. Oncelikle asagidaki lemmayi verelim:

Lemma 10.2. u (2.15)’in global bir zayif ¢ézimii olsun ve q € [C2(Q)]" Q (izerinde tanimli reel

bir vektor alani olsun. O zaman, asagidaki esitsizlik dogrudur:

(10.68) i(u,q-Vu)Lz(Q)—f(q-v)uatdr—(K—i,B)J div(g)|ulPdx
dt r Q
()\—ia)f div(q)uavadr—)\f ((V(div(q) - Vi)u + div(q)|Vu|?))dx
r Q

= 2iAIm(Au, g -Vu) — 2iKIm(|u|p_1u, qg-vVu)+ ZL'O(J (ovu)(g-vVa)dr
r

n
—2iaRe >’ ((axmqj)uxm,uxj)—icxf(q-v)qulzdF
r

m,j=1
2
p+1

2
p+1

iﬁf(q.n)|u|P+1dr+ iﬁf div(q)|ulP*tdx.
r Q

Kanit. Bu lemmanin kaniti [Gao ve Bu, 2004, Lemma 2.1]'in ispatini biraz degistirerek yapilabi-
lir. Burada kanit kismi integrasyon, basit ama uzun hesaplamalara dayalidir. O ylzden burada

ihmal edilmistir. O

g = x— Xxg secelim. O zaman, Teorem 2.11'de Q'nin sinirinda verilen geometrik varsayim-
lardan, N'de g-v > 0 ve lNp'da g - v < 0. Basitge hesaplayabilirz ki div(g) = N. ulr, = 0

oldugundan, Vu|r, = (3yu)v oldugunu goézlemlemek énemlidir. Simdi, yukarida yazdiklarimizi

ve Lemma 10.2'yi kullanarak, sunu yazabiliriz:

NB(p_l) T p+1

;
2 2 2
prl J, Ul 1yt < CUILCDIIG + NTuOII) + EL llully,dt

.
2
(10.69) ZO(L IVUllZ g dt +
.
+Ce | (NuelZoqr, dt + AUl o + il o))
) e L2(Q) L2p(@)"
Fakat Lemma 7.1'den biliyoruk ki

L2(r1) L2(Q) L2P(Q)

.
f(nutn2 dt + l18uliZ, g + 1ullZF, ) ) < CCFE) = F(T)).
t
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Son esitsizligi (10.69) ile birlestirirsek,

-
f F(t)dt < CF(T)+ C(F(t)—F(T)) < CF(t)
t

Gikar. Boylece
(e )
J F(t)dt < CF(t)
t

t > 0 icin gecerlidir. Simdi, Lemma 10.1’den, Ussel anlamda sifira yakinsama cikiyor ve Teorem

2.11’in kanitini tamamlamis oluyoruz.

11. Sonucg

Burada sunmus oldugumuz calisma literatlirde karmasik Ginzburg-Landau denklemlerini di-
namik sinir kosullari ile inceleyen ilk calisma olma 6zelligini tasiyor. Literatirde dinamik sinir
kosullari icin ya da genel olarak baslangic-sinir deger problemleri icin kullanilan pek cok yon-
tem burada incelenen modele kolay bir sekilde uygulanamiyor. Bu ylzden, bu calismada yuru-
tulen analiz oldukga ilgincti. Bu tir problemlerde karsilasilan en blyik zorluklardan bir tanesi
L2—mertebesinde bir konzervasyon ya da kontrol olmamasidir. Bu bizim modelimizde dogru-
sal denklem ile ugrasmayi bile oldukga zorlastiriyor. Yakin zamanda, CGLE'ye akraba olan NLS
denklemleri dinamik sinir kosullar altinda distnUlmustid. Burada yaptigimiz calismada NLS
icin elde edilen sonuclara gore, CGLE kapsaminda, NLS’de var olmayan evolisyon operatoru-
nun duzgunlestirici etkisinden faydalanip daha iyi dizgunlik sonuclarn elde edebildik. Ayrica
CGLE ¢o6ziimlerinden NLS ¢ézimlerine inviskit limit ile gecisin mimkiin oldugunu gosterebildik,
bu bir anlamda NLS problemlerini dinamik sinir kosullari altinda calismak icin alternatif bir yon-
tem sunmus oldu.

Buradaki calisma konuya baslangi¢ niteliginde distnulebilir ve aslinda ortaya parametrelere
bagh olarak pek cok acik problem cikmistir. Bu problemlerden en ilginci hem NLS hem de
CGLE icin focusing tarzdaki modellerin incelenmesidir. Bizim inceledigimiz problemde frekan-
sin isaretini pozitif secmek bir anlamda defocusing tarzda bir problem incelemeye denk oldu
ve enerji kestirimlerinde dogrusal olmayan terimler absorbe edilebildi. Genelde focusing tarz-
daki baslangic-sinir deder problemlerinde bilinen en énemli yéntem L2—mertebesinde kon-
zervasyon ya da kontrol bilgisini Gagliardo-Nirenberg tarzi kestirimlerle birlestirip dogrusal ol-
mayan terimleri en azindan kicuk baslangic datasi icin kontrol etmektir. Ancak bu yéntem
L?—mertebesinde, yukaridaki paragrafta bahsettigimiz eksiklikten dolayi dinamik sinir kosullu

problem icin c6kmektedir.
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